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Chapitre 1

Théorie de la mesure et de I'intégration

I.1 Tribus, classes monotones

Définition 1 Soit E un ensemble non-vide. La classe de tous les sous-ensembles de E est notée Z(E),
c’est-a-dire que Z(E) ={A : AC E}.

(i) & C P(E) est une tribu (ou sigma-algébre) si E € & et si & est stable par passage au com-
plémentaire (i.e. A € & implique A° € E) et par union dénombrable (i.e. A, € &, n > 1 implique
Un>145, € £).

(i) P C P(E) est un pi-systéme si E € &P et si & est stable par intersection finie (i.e. A,B € &
implique ANB € &).

(iii) £ C P(E) est une classe monotone (ou lambda-systeme) si E € £, si £ est stable par

différence propre (i.e. pour tous A, B € L tels que A C B, on a B\A € ) et par union dénombrable
croissante (i.e. si A, € £, n € N vérifient Ay, C Apy1 alors ey An € Z).

Si & est une tribu sur E, on dit que (F, &) est un espace mesurable.

Remarque 2 (i) Une tribu est stable par union finie et par intersection finie ou dénombrable.

(ii) Une tribu est une classe monotone.

(11i) Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu (montrer d’abord que A, B € £
implique AU B € £ puis écrire une union dénombrable quelconque comme une union croissante).

Lemme 3 Soit (&,i € I), une famille de tribus (resp. de classes monotones) sur E. Alors,
(&6 ={ACE :Viel, Acé&}
i€l

est une tribu (resp. une classe monotone).

La preuve est immédiate. Ce lemme autorise la définition suivante.

Définition 4 Soit Z C P (E). On définit la tribu (resp. la classe monotone) engendrée par # comme
la plus petite tribu (resp. la plus petite classe monotone) contenant Z et on la note o(XZ) (resp. N(Z)).
Plus formellement, on a

o(%) = (l & e A& = N <z
& tribu telle que L classe monotone telle que
HCE RCL



Théoréme 5 (Théoréme de la classe monotone) Soient E un ensemble non-vide, £ une classe mono-
tone sur E et & un pi-systéeme sur E. Si & C £, alors o(P) C L.

Pour montrer quune propriété est satisfaite pour tout élément d’une tribu .%# engendrée par une
classe € (i.e. # = 0(%)), on introduit ¥ = {A € . : A vérifie la propriété}, puis on montre que ¢
contient ¥’. Pour conclure, il y a deux méthodes :

e so0it on parvient & montrer directement que ¢ est une tribu;

e s0it on montrer que ¢ est une classe monotone (c’est plus facile) ET que % est un pi-systéme.

Preuve : on pose & = A\(£?). Bien stir, & C .£. On va montrer que & est une tribu, ce qui impliquera
le résultat (car alors o(Z#) C &). Comme & est une classe monotone, il suffit de montrer que & est
stable par intersection (finie).

Pour A € &, on pose X4 ={B C E: ANB € &}. Montrons que .Z4 est une classe monotone.
Tout d’abord, il est clair que E € Z4. Montrons la stabilité de £ par différence propre : pour cela on
se donne B,C € 24 tels que B C C, on observe que AN(C\B) = (ANC)\(ANB) qui est donc dans &
puisque ANC et AN B sont dans & (car B,C € £4), puisque ANB C ANC, et puisque & est stable
par différence propre (en tant que classe monotone). Soit ensuite B,, € Z4, n € N t.q. B, C Bp+1.
Puisque B,NA € & pour tout n, puisque la suite B, N A est croissante et puisque & est stable par union
dénombrable croissante (en tant que classe monotone), on a bien AN (UpenByp) = Upen(AN By,) € &.
Donc UB,, € Z4.

Si maintenant A € &2, il est clair que & C Z4, donc Z4 est une classe monotone qui contient &
et donc & C Zau.

Ceci montre que pour tout A € &, tout Be€ &, ANB € &.

Du coup, pour tout B € &, on a & C Zp. Donc £p est une classe monotone qui contient & et
donc & C Zg. Autrement dit, pour tout A, B€ &, ANB € &. [ |

1.2 Tribus boréliennes

Une topologie O sur un ensemble E est une classe de parties de E stable par union quelconque,
intersection finie et telle que E,() € O. Les éléments de O sont appelés ouverts.

Définition 6 Soit E un ensemble muni d’une topologie O. On appelle tribu borélienne B(E) la tribu
a(O) (lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la topologie).

Remarque 7 (i) Si E est un espace vectoriel normé, on a une topologie O découlant la la norme
(O € O ssi pour tout x € O, il existe € > 0 tel que pour tout y € E avec ||z —y|| <€, on ait y € O) et
donc une tribu borélienne naturelle.

(i) Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les normes induisent la méme
topologie et donc la méme tribu borélienne.

Remarque 8 Soit O une topologie sur E et A C E quelconque. Alors Oqp = {ANO : O € O} est
une topologie sur A, on pose donc B(A) = oc(O4). On a B(A)={ANB : Be B(E)}.

Définition 9 On note B(R?) la tribu borélienne sur R? (muni de sa topologie naturelle, associée a
n’importe quelle norme).



Lemme 10 On note Z Uensembles des pavés ouverts o extrémités rationnelles de R?, i.e.

X = {]al,bl[x... x]ad,bd[: a; < b;, a;,b; € Q, 1<:<d }
Alors (i) # est dénombrable, (ii) tout ouvert de R est union dénombrable d’éléments de X et (iii)
BRY = o (R).

Preuve : Le point (i) est évident. Pour (ii), il suffit d’écrire un ouvert O comme 'union de tous les
éléements de Z inclus dans O (utiliser que O est ouvert pour montrer 1’égalité). Enfin, (iii) découle de
(i), puisqu’alors O C (%) et donc #Z(RY) = ¢(O) C (%), 'autre inclusion étant triviale puisque
% C O. [

Remarque 11 On a B(R) = o({] — c0,z] : = € R}) = oc({[a,b] : a,b € R,a < b}), on a aussi
BR) =oc({]a,b]: a,be Q,a < b}), etc.

[.3 Mesures (positives)

On dit qu’une famille (A4,,),>1 de parties de E est 2.2.d. (pour deux & deux disjoints) si A,NA,, =0
dés que n # m.

Définition 12 Soit (E,&) un espace mesurable. Une application p : & — [0,00] est une mesure
(positive) sur (E,&) ssi

(i) n(®) =0,

(1) pour tout (Ap)p>1 C & 2.2.d., on a ,u(Un>1 An> = 51 1(Ap).

Cette seconde propriété est appelée propriété de sigma-additivité. Si p est une mesure sur (E, &),
on dit que (F, &, 1) est un espace mesuré. Une mesure de masse u(E) = 1 est appelée probabilité (ou
mesure de probabilité).

Remarque 13 On montre alors facilement que si A, B € & sont disjoints, alors p(AU B) = pu(A) +
u(B) et que si A, B € & avec AU B, alors u(B) = u(A) + pn(B\ A).

Proposition 14 Soit (E,&) un espace mesurable et p, une mesure sur &. Soit A, € &, n € N, une
suite d’ensembles mesurables.

(i) Si Ap, C Any1, n €N, alors lim, Tu(A,) = p(A), ou |4, = A.
(1) Si Apy1CAn, n €N, el si u(Ag) < oo, alors lim,, [ pu(4,) = p(B), ot (A, = B.
(111) La mesure ju est sigma-sous-additive : p(|J An) < > u(4y).

Preuve : on suppose tout d’abord que la suite A4,, , n € N, est croissante pour l'inclusion et on prouve
(7). On pose By = Ap et B, = A,\A,_1 pour tout n > 1. Il est clair que les B,, sont deux-a-deux
disjoints. De plus, Jo<k<n Br = An et (J, ey Br = A. La sigma-additivité de p entraine alors

lim p(An) = lim  u(By) =Y p(Ba) = u(4),
k=0

n—00
n>0

ce qui prouve (7). Le point (ii) se déduit de (i) par passage au complémentaire : on pose Al, = A\ A,
pour tout n > 1. Comme la suite 4,, , n € N est décroissante, la suite des A/ est croissante pour
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Iinclusion. Par ailleurs, puisque p(Ap) < oo, il en est de méme pour les quantités u(A,) et on a :
p(Al) = u(Ag) — u(Ay). Le point (i) donne alors

lim p(A,) = p(Ay) — lim p(A7) = p(Ao) — u(A)

ou |JA!, = A’. 1l suffit ensuite de remarquer que A’ = Ag\A et donc que pu(A) = u(Ag) — u(A).

I reste a démontrer (ii7). Pour cela on remarque tout d’abord que pour tous B,C € &, on a
BUC =BU(CNB° et que B et C'N B¢ sont disjoints. Donc

w(BUC) = pu(B) + p(CN B < u(B) + p(0).

En appliquant de facon répétée cette inégalité on trouve pu(Up<i<ndi) < D g<p<n H(Ak). Or la suite
Up<k<nAy est croissante donc (i) implique que

[,L(UneN An> = lim M(Uogkgn Ak> < lim Z w(Ag) ,
n—oo n—oo
0<k<n

qui entraine bien le résultat désiré. |
Définition 15 Soit (E,&, ) un espace mesuré. La mesure p est dite finie si u(E) < oo. Elle est
dite sigma-finie s’il existe une suite d’ensembles mesurables E, € &, n € N, t.q. |J,enEn = E et
pu(Ey) < oo, pour tout n € N.
Lemme 16 Soit (E, &, 1) un espace mesuré. Il y a équivalence entre les assertions suivantes.

(i) La mesure p est sigma-finie.

(ii) Il existe E, € &, n € N, tels que By, C Enq1, () < oo et U,eny En = E.

(iii) 1l eviste E, € &, n € N, deuz-a-deuz disjoints tels que () < oo et J,eny En = E.

Preuve : on suppose que p est sigma-finie. Il existe donc E,, € &, n € N, tels que u(E,) < oo et
Unen Bn = E. On pose B}, = Jy<i<, Br- On a bien E, € &,

u(Ey) Zu( U Ek) < ) u(Eg) < oo
0<k<n 0<k<n
et U,en Er, = E. Cela montre que (i) implique (77). Avec les notations précédédentes, on pose Ej = Ey
et pour tout n > 1, on pose également E = E/\E! ;. On voit que E!! € &, que les E)/ sont deux-
a-deux disjoints, que pu(Ey) < p(E;) < oo et que |J, oy By = E. Cela montre que (i) implique (#74).
Clairement (7i7) implique (i), ce qui termine la preuve du lemme. [ |

Proposition 17 Soit (E, &) un ensemble mesurable.

(i) Soit pi,p2 : & — [0,00|, deur mesures, et soit a €]0,00[. On définit p : & — [0,00], par
w(A) = p1(A) + apa(A), pour tout A € &. Alors p est une mesurenotée = puy + apz.

(11) Plus généralement, soit p, : & — [0,00], n € N, une suite de mesures. Soil a, €]0,00],
n € N. Pour tout A € &, on pose p(A) = > nen anpin(A). Alors p: & — [0, 00] est une mesure notée
=) Qnfin-

(115) Soit pn : & — [0,00] une mesureet soit B € &. Pour tout A € &, on pose v(A) = u(BNA).
Alors v est une mesure appellée mesure-trace sur B de p.
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Le preuve est assez facile.

Théoréme 18 (i) Il existe une unique mesure £ : B(R) — [0,00], appelée mesure de Lebesque sur R,
telle que pour tout a < b, on ait £(]a,b]) = b — a.

(i3) Il existe une unique mesure Ly : B(R?) — [0,00], appelée mesure de Lebesque sur RY, telle que
pour tout pavé R =]ai,b1] X ... X]ag,bg], on ait L4(R) = (b1 —a1) X ... x (bg — aq).

L’existence est difficile et sera prouvée & la fin du chapitre. L’unicité découle du théoréme suivant

avec (E,8) = (R, B(RY)) et 2 = {Ja1,b1] x ... x]ag,bg] : —00 < a; < b; < 0o} U {R9} (exercice).

Théoréme 19 (Unicité de prolongement des mesures) Soil (E,&) un espace mesurable. Soit &2, un
pi-systeme tel que o(P) = &. Soient py et po deuxr mesures sigma-finies. On fait les deux hypothéses
sugvantes (si p1(E) = pa(E) < 0o, la seconde est inutile)

(i) Pour tout A € P, u1(A) = pa(A).
(i) 1l existe E, € 2, n € N, tels que
E = UnZOEn ) En C En+1 et Ml(En> = UQ(En> < 00.

Alors py = pa, i.e. pour tout B € &, on a p1(B) = pa2(B).
Preuve : on suppose tout d’abord que p1(E) = pa(F) < oo. On pose alors
Z={B€é& : m(B)=pAB)} .

Par hypothése, on a & C Z. Montrons ensuite que .Z est une classe monotone : comme on a supposé
que g1 et pe ont méme masse, on a E € Z. Soient B,C € £ tels que B C C. Comme pu; et pg sont
de masse finie, on peut écrire :

11 (C\B) = 11(C) — p1(B) = pa(C) — p2(B) = p2(C\B),

qui entraine bien que C\B € Z. 1l reste a prouver la stabilité par union dénombrable croissante, ce
qui est assez facile.

Ainsi, .Z est une classe monotone qui contient &, donc par le théoréeme 5, ona & = o(&) C £ C &.
Donc . = &, i.e. p1(B) = p2(B) pour tout B € &.

On déduit le cas général facilement : pour n > 1, on introduit les mesures p1 ,(A) = (AN Ey)
et pon(A) = pa(AN Ey,) qui sont finies et vérifient (i). Elles sont donc égales. On conclut aisément,
puisque pour tout A € &, p1(A) = lim, p1n(A) et pa(A) = limy, o, (A). [ |

I.4 Applications mesurables

Soit f : E'— F une application de £ dans F. Pour B C F', on note
fY(By={z€E: f(x) e B} C E.
Soit B; C F, j € J, une famille (quelconque) de sous-ensembles de F. Alors, on a :
I UB)=Usrm) e (NB) =18
jed jes jed jed

On a aussi f~1(F) = E et f~1(B¢) = (f~1(B))¢ pour tout B C F.

9



Définition 20 Soient (E, &) et (F, %), deuz espaces mesurables. Une application f: E — F est dite
(&,.F)-mesurable ssi

VBe.Z, fYB)e &. (I.1)

Convention. Lorsque f est a valeurs dans R, on dit simplement que f € L (E,&) ou que f est
&-mesurable en sous-entendant qu’elle est (&, B(R))-mesurable.

Proposition 21 Soient (E, &) et (F,.7), deux espaces mesurables. Soit € C .F une classe d’ensembles
t.q. o(¢)=F. Soit f: E— F. Alors f est (&, F)-mesurable ssi

vCe€, fHC) e &.

Preuve : on pose ¥ = {B € .Z : f~}(B) € &} et on veut montrer que . C 4. On a ¥ C ¢ par
hypotheése, il suffit donc de montrer que ¢ est une tribu (car alors .% = 0(%) C 0(¥9) = ¢). Clest
facile. |

Donnons plusieurs applications de ce résultat.

Remarque 22 (i) Pour montrer que f : E +— R est &-mesurable, il suffit de voir que pour tout a € R,
f71(] —o0,a]) € & (car o({] — 00,al;a € R}) = B(R)).

(i) Si E et F' sont munis de topologies Op et Op, alors toute fonction continue de E dans F est
(B(E), B(F))-mesurable.

Pour le point (ii), on rappelle que f est dite continue si pour tout O € Op, on a f~1(0) € O, que
PB(E) =0(0p) et que B(F) = o(OF).

Proposition 23 Soient (E, &), (F, %) et (G,9), trois espaces mesurables. Soit f : E — F et g: F —
G qui sont supposées respectivement (&,.F)-mesurable et (F,9)-mesurable. Alors go f est (8,9)-
mesurable.

La preuve est immédiate.

Proposition 24 Soit (E,&), un espace mesurable.
(i) Soit f,g € L(E,&) et a € R. Alors f + ag et fg sont également dans L (E,&).
(ii) Soit f, € L(E,&), n € N. Alors inf f,,, sup f,,, liminf f,, et limsup f,, sont dans L (E,&).

(115) Soit f, € L(E,&), n € N. On suppose que pour tout x € E, lim,_,o fn(z) = f(x) eziste.
Alors f est dans L (E,&).

Preuve : pour (i), on prouve d’abord que h := (f,g) : E — R? est (&, %(R?))-mesurable. Il suffit
de montrer que pour tout ouvert U de R?, h=1(U) € &. Mais on sait (voir Lemme 10) que U est une
union dénombrable de rectangles ouverts, i.e. U = Up>1(|an, bp[X]cp, dy[). Par conséquent,

h_l(U) = Unzlh_l(]ana bn[X]cn, dnl) = Unzl(f_l(]anabn[) ﬂg_l(]cn,dn[)) € &.

On introduit ensuite ¥1(z,y) = = + ay, ¥a(x,y) = zy, qui sont continues et donc (AB(R?), B(R))-
mesurables. On conclut qu'en effet, f +cg =11 0 h et fg =1 0 h sont (&, Z(R))-mesurables.
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Pour (ii), on remarque qu’il suffit de traiter sup f,, (car inf f,, = —sup(—f,), car limsup f,, =
inf;, sup,,>,, fp et liminf f;, = sup,, infp>, fp)- On pose donc g = sup,, f, et on remarque que pour tout
a€R,ona

g7 —00,a]) = Muen fr (] — 00, a]) € &.
Enfin, (iii) découle de (ii) car alors f = limsup f,. [ |

Exemple 25 Soit A C E et 14 : E — {0,1} sa fonction indicatrice. Alors 14 est &-mesurable ssi
AcekE.

Définition 26 Soit (E, &), un espace mesurable. Une fonction s : E — Ry est dite &-mesurable étagée
(positive) s’il existe A1, ..., An € &, deuz-a-deux disjoints et a1, ..., an € Ry tels que s = 1  arla,.

Une fonction &-mesurable s : E'+— R est étagée ssi elle prend un nombre fini de valeurs (exercice).

Lemme 27 Soit (E,&) un espace mesurable et f: E— Ry une fonction &-mesurable.

(i) Il existe une famille (s,)n>1 de fonction &-mesurables étagées telle que pour tout x € E, sp(x)
est croissante et tend vers f(x) (quand n — 00).

(ii) Il existe a,, > 0 et B, € &, n > 1, tels que f =3, 5 anlp,.

Preuve : Pour (i), on définit ¢, (a) = min{n, |[10"a|/10™} pour tout a € Ry, qui est bien stir mesurable
(de Ry dans Ry ). Comme v, (a) est croissante (en n) et tend vers a (quand n — oo) pour tout a > 0
et comme 1, prend un nombre fini de valeurs, on conclut aisément que s,, = ¥, o f convient.

Pour (ii), on écrit f = lim, s, = s1 + Ek21<3k+1 — si). Comme s1, so — s1, s3 — S2, etc. sont
mesurables, positives et prennent un nombre fini de valeurs, on peut les écrire sous la forme s; =
ni — n2 H 3 — Nk ) : ~

21 a1:lp,,;, s2 — 51 = ) 2 az;lp,,, etc. Ainsi, f = 2@1 Yok ar,ilp,,, quon peut bien sir
réécrire avec une seule somme. |

I[.5 Construction de l'intégrale

Dans toute cette section, on considére un espace mesuré (E, &, ).

Intégration des fonctions étagées. On note S l'ensemble des fonctions &-mesurables étagées
(positives).

Définition 28 Soit s € Sy, on a donc #(s(E)) < oo et on peut écrire s = 3 . gy Li-1({a}). On
définit, pour tout A € &,
[sdu= 3" antans{a.
A a€s(E)

Proposition 29 (i) Sis €Sy et « >0, alors as € Sy et [,(as)du = o [, sdu, VA€ &.

(i) Si s1,52 € Sy, alors s +s2 € Sy et [,(s1+s2)dp = [, s1dp+ [, s2dp, VAe&.

(ii1) Si s1,s2 € Si et si 51 < s, alors [, s1dp < [, sadp, VA€ &.

(w) Si s € Sy, alors v définie par v(A) = [, sdu, V A€ &, est une mesure sur (E,&).

11



Preuve : (i) est évident, (iii) découle de (ii) (écrire so = s1 +t avec t = s3 — s1 > 0) et (iv) n’est
pas difficile. Concentrons-nous sur (ii), qui est relativement délicat. On pose I} = s1(E), Iy = sa(E)
et I = s(FE), ot s = s1 + s9. Pour tout a € I, on peut écrire 'union disjointe

“({a}) = U (57" ({ar}) N5y ' ({a2})).

ai1€l1,a2€l2 tels que ai+az=a
De plus, {57 ({a1}),a1 € I1} est une partition de E, ainsi que {s; *({a2}), as € I}. Donc par définition,
[ sin =S anan s (fap) = Y > p(AN st (f}) 0 53” ({a}),
acl a€l g ely,a2€l, tels que aj+az=a
puis, en rentrant a dans la seconde somme et en le remplacant par a; + as, on trouve

[ sin=% > arp(Ansy ({ar}) N3 ({a2})

acl a1€11,a2€12 tels que ai1+az=a

+) > azp(AN s7 ({ar}) N5yt ({az})).

a€l g el a0l tels que aj+az=a

Le premier terme peut se réécrire simplement

S pAnsy {a)ns (ae) = 3 a(An s ({a)) = /A sidp.

a1€l,a2€12 a1€l

La seconde égalité utilise que {s;*({a2}),as € I2} est une partition de E. De méme, le second terme
vaut [, sadp. [ |

Remarque 30 On déduit aisément de la proposition précédente que si s = > | ajlp,, avec a; > 0 et
B; € & (non forcément 2.2.d.), alors pour tout A € E, on a

/ sdp = Zai,u,(A N B;).
A 1

En effet, on a clairement [, 1p,dp = (AN B;) par définition, et il suffit ensuite d'utiliser le point
(ii) de la proposition.

On aurait pu prendre cette formule comme définition : ¢’aurait été une définition plus simple, mais
il aurait fallu montrer que le résultat obtenu ne dépendait pas de la décomposition choisie.

Intégration des fonctions positives.

Définition 31 Pour toute application f : E — [0,00], &-mesurable et tout A € & on pose

/fd,u:sup{/sd,u tseSy t.q.OSs(x)gf(:U)V:CEA}.
A A

En utilisant le point (iii) de la proposition précédente, on voit que si s € S, cette nouvelle définition
donne bien le méme résultat, i.e. que cette définition est bien une extension de la définition 28.
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Proposition 32 Soient f,g: E — [0, 00|, deuz fonctions &-mesurables.
(i) Si f < g alors [, fdu < [, gdu, pour tout A€ &.

(i) Soit A€ &, Si f(x) =0 pour tout x € A, alors [, fdu=0.
(i) Soit A € & tel que n(A) =0. Alors [, f dp=0.
(w) Soit Ae &. Alors [, fdu= [p1afdp.
Preuve : on remarque que {s € S; : s(z) < f(x),r € A} C {s €Sy : s(z) <g(z),z e A} si f <g,

ce qui entraine (i). Les autres points sont faciles (immédiat si f est dans S, puis extension facile). W

Théoréme 33 (Convergence monotone) Soit f, : E — [0,00], n € N, une suite croissante d’appli-
cations &-mesurables, i.e. fr(z) < foyi1(x) Vo € E, ¥V n € N. On pose f = sup,en fn, qui est bien
définie a valeurs dans [0,00] et &-mesurable. On a alors

[ ran= it [ adu.

E n—oo E

Preuve : par le point (i) de la proposition 32, la suite n — fE fn du est croissante. De plus f, < f et
donc fE fndu < fEfdu, puis

lim + MW4w/hws/Mw
FE FE E

n—oo neN
Pour l'inégalité contraire, on fixe a €]0,1] et s € S telle que s < f. Pour tout entier n > 1, on pose
E, = {l’ SO fn(w) > as(x)} :

Comme f, et s sont &-mesurables, on a F,, € &. On voit que F,, C E, 1 et, comme f, tend simplement
vers f > s >as,on a B =Up>1E,.

On remarque ensuite que pour tout = € FE, on a fu(z) > 1g, (2)fu(z) > 1g, (x)as(z), d’ou
Vinégalité [, fodp > a [, sdu. En utilisant le fait que A € & + [, sdpu est une mesure positive (voir
Proposition 29 (iv)), on conclut que lim, 00 1 [ sdu = [ sdp et donc que limy, [, fudp > a [ s dp.
Comme a peut étre choisi arbitrairement proche de 1, on conclut que limy, [, fody > [ sdu. En
prenant finalement le supremum sur toutes les fonctions étagées positives majorées par f, on obtient

Lemme 34 Soient f,g: E — [0,00], deuz applications &-mesurables. Soit a € [0,00[. On a alors

/E(f+a9)df‘=/Efdu+a/Egdﬂ-

Preuve : on considére deux suites croissantes s, s, € S telles que lim,, s,, = f et lim, s/, = g (voir
le lemme 27). On sait déja que [(sn + as),) dp = [ spdp+ a [5 s, du. Le théoréme de convergence
monotone permet de passer & limite dans cette expression.

Proposition 35 (Interversion positive) Soit f, : E — [0,00], n € N, des applications &-mesurables.
On a
(X ) du=Y [ fud.
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Preuve : découle immédiatement du théoréme de convergence monotone appliqué a g, = > p_ fr- W

Théoréme 36 (Lemme de Fatou) Soit f,, : E — [0,00], n € N, une suite d’applications &-mesurables.
On a

/(liminffn)du < liminf/ fndp .
E E

n—oo n—oo

Preuve : on pose g, = inf,>, fp, n € N. On remarque que 0 < g, < gn+1 et que g, < f,,. Par ailleurs,
on a lim, g, = liminf, f,. Le théoréme de convergence monotone implique alors que

/E(hnrr_l)loréf fn) dp = nh—>Holo/Eg” dp .

Or on a
lim gn dp = lim inf/ grn dp < lim inf/ fndu,
ce qui montre bien le résultat voulu. |

Intégration des fonctions quelconques.

Définition 37 Soit f : E — R, une application &-mesurable. On dit que f est p-intégrable ou que
feZLYE,&, u) ssi S5 fldp < oo. On définit alors, pour tout A€ &, [, fdu= [, frdu— [, f-dpu,
ot les fonctions &-mesurables positives fi et f_ sont définies par fi(x) = max{f(z),0} et f_(z) =

max{—f(z),0}.

On observe que f = fi — f_, ce qui justifie cette définition. On observe aussi que |f| = f+ + f-.
Donc [, |f|dp < oo implique que [, fydu et [, f— dp sont deux nombres réels positifs finis (pour
A € & fixe), il n’y a donc pas de probléme dans la définition.

Proposition 38 Soient f,g € LYE, &, ).
(i) [, fdp= [51afdp, pour tout A€ &.
(i) | dul < Jis)f)
(iii) LYE, &, 1) est un R-espace vectoriel et pour tout a € R, Jo(f+ag)dp = [5 fdu+a [, gdp.
() Si f < g alors [, fdu < [pgdpu.
(v) Si A€ & esttel que p(A) =0, alors [, fdu=0.

Preuve : (i) et (v) se déduisent du cas positif. Pour (ii), on écrit UE frdp— [z f- du‘ < Jp f+dp+
Jg f=du = [ |fldp. (iv) découle de (iii). Par contre, (iii) est un peu subtile, puisqu’il est faux par
exemple que (f+¢g)+ = f+ + g+. Supposons par exemple a > 0 (sinon, on remplace g par —g). Comme
|f +ag| < |f|+algl, il est évident (voir proposition 32-(i) et lemme 34) que f +ag € LY(E, &, ). On
pose h = f+ag, ce qui se réécrit hy —h_ = f1 —f_+agr—ag—. Doncona hy+f_4ag_ = h_+fr+ag+
et, par le lemme 34 :

/h+d,u+/f_du+a/g_du:/h_du+/f+du+a/g+du.
E E E E E E

On conclut facilement. [ |
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Théoréme 39 (Convergence dominée, V1) Soient f, : E — R, n € N, une suite de fonctions &-
mesurables telle que

(a) 1l existe f: E — R telle que lim, f,(x) = f(x), pour tout x € E.
(b) I existe g € LYE, &, p) telle que | fo(x)| < g(x), pour tout n € N et tout v € E.

Alors (i) fn, f € LYE, &, 1), (i) limy, oo S lf = faldp =0 et (ii) im, o0 5 fudp = [5 fdp.

Preuve : en passant a la limite en n dans les inégalités de I'hypotheése (b), on obtient |f| < g et on
a donc [ |f|dp < oo, par le point (iv) de la proposition 38, ce qui prouve (7). On remarque ensuite
que |fn — fI < |f]+ | fn] < 2g. Sion pose hy, =29 — |f — fn|, on observe que les h,, sont des fonctions
positives &-mesurables et p-intégrables. De plus liminf,, h,, = lim, h,, = 2g, d’aprés 'hypotheése (a).
En appliquant le lemme de Fatou a la suite h,,, on obtient

[ 20dn = [ imint b ds < timmint [ (29~ 1f = ful)ds = [ 2gdu—timsup [ 17 = fuldu.
E E n n—eo Jg E n—oo JE

ce qui implique que limsup,, ., [5 |f — faldp < 0. Cela prouve (i), qui implique bien sar (iii). W

[.6 Mesure image

Proposition 40 (Changement de variable/Transfert) Soit (E,&, ) un espace mesuré et (F,.F) un
espace mesurable. Soit f : E — F une application (&,.%)-mesurable. Pour tout B € %, on pose

v(B) = p(f~1(B)).

(i) v est une mesure sur (F, F) (appelée mesure image de p par f).

(i) Pour tout h : F +— Ry, F-mesurable, on a [ hdv = [ (ho f)dpu.

(ii) Pour tout h : F v R, .F-mesurable, h € LY(F,.F ) ssiho f € LYE,&, ) et dans ce cas,
Jphdv = [ (ho f)dpu.

Preuve : Le (i) est trés facile. Pour (ii), on écrit h = >, -, anlc,, avec a, > 0 et Cp, € F (voir
Lemme 27-(ii)), puis

[ by =3 a(Co) = Y anld G = S an [ 1510,
F n>1 n>1 n>1 JE
Mais 1¢-1(c,) = 1¢, © f. Du coup,
/ hdy = Zan/ (1¢, o f)du = / (ho f)dp.
F o1 JE E

On a utilisé un peu partout la proposition 35 pour échanger les sommes et les intégrales. Le point (iii)
se déduit classiquement du point (ii), a faire en exercice. [ |

1.7 Ensembles négligeables

Définition 41 Soit (E,&, 1), un espace mesuré. Un sous-ensemble N de E est dit u-négligeable ssi il
eriste B € & tel que N C B et u(B) = 0.

On note A, Uensemble de tous les p-négligeables de E. On dit que l’espace mesuré (E,&, ) est
complet ssi & contient tous les pu-négligeables, c’est-a-dire A, C &.
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Remarque 42 Soient (E,&, 1), un espace mesuré et N € AN, n € N. Alors | J,,cyy Nn € A

Cela découle de la o-additivité de la mesure.

Définition 43 (Propriété vraie presque partout) Soit (E, &, 1), un espace mesuré. Une propriété est
dite vraie p-p.p. st elle est vraie en dehors d’un ensemble p-négligeable.

Par exemple, pour deux fonctions réelles f,g : £ — R, on dit que f = g p-p.p. si I'ensemble
{r € E : f(x)# g(x)} est u-négligeable.

Proposition 44 Soit (E,&, 1) un espace mesuré. Soit f,g: E — R deuz applications &-mesurables.
(i) Si [5|fldp =0, alors f =0 p-p.p.
(i) Si [ |f|dp < oo, alors |f] < oo p-p.p.
(i) Si f =g p-p.p., alors [, fdu = [ gdp.

Preuve : (i) Pour tout n > 1,on pose E, = {x € E : |f(z)| > 1/n} = |f|71([1/n,]) € &. On adonc

f~YR\{0}) = UpenE,. D’autre part, |f| >1g,|fl > 11p,. Par conséquent, 0 = [, |f|dp > p(Ey)/n.
Donc, p(E,) = 0. On en déduit que f~1(R\{0}) = U, E, est u-négligeable comme désiré.

(i) Soit B, = {|f] > n|} = |f|7'([n,c0[} € &. Alors 1p, décroit vers 1y =}, donc par Fatou,
w({|f] = o0}) = / 1 f|=oc}dp < liminf/ 1p, du < liminfnlf |fldp = 0.
E n E n E

(iii) Soit A = {f # g} € &. On a u(A) =0, et donc [ |f —gldu = [, |f — gldp = 0. On conclut
que | [ fdpu — [pgdp| < [ |f — gldu = 0. u

Théoréme 45 (Théorémes limites, versions définitives) Soit (E, &, 1) un espace mesuré. Soit f,, n €
N, une suite d’applications &-mesurables de E dans R.

(Convergence monotone) Si pour tout n € N, 0 < f, < fro41 p-p-p., alors sup,, fn = f est bien
définie, positive p-p.p., et on a lim, o7 fE fndu = fEfdu.

(Lemme de Fatou) Si pour tout n € N, on a f, > 0 p-p.p., alors iminf, f, = f est positive
p-p.p. et on a [ fdp <liminf, o [ fndpu.

(Convergence dominée) S’il existe une application f, &-mesurable, telle que lim, f,, = f, u-p.p.
et 8’il existe une application g € L1 (E, &, pn) telle que |f,| < g p-p.p. pour tout n € N. Alors, f est
p-intégrable, on a imy, o0 [ |f — foldp =0 et lim, oo [ fndp = [5 fdp.

(Interversion) Si Y [ |fuldp < oo, alors la série Y-, | fn| converge p-p.p. Il existe une fonction
h: Ew— R, &-mesurable, telle que 3, <1 fn = h p-p.p. De plus, on a [z hdp = D1 I fadp.

Preuve : Les trois premiers points se déduisent des versions précédentes (sans les presque partout)
de la méme maniére, étudions par exemple la convergence dominée. On trouve facilement un ensemble
A, dont le complémentaire est p-négligeable, sur lequel on a |f,| < g pour tout n et lim, f, = f.
On introduit alors f), = fula, f" = fla et ¢ = gla, qui satisfont les hypothéses du théoréme
de convergence dominée. On en déduit que f' € ZLY(E, &, p) et que lim, [, |f, — f'|dp = 0. Mais
bien str, f = f u-p.p., donc f € LYE,&,p). De plus, fi — f' = fu — f p-p.p. (pour tout n), donc
S | fa=Fldp = [5 | fr—f'ldp. Ainsi, limy, [ |f—fal dp = 0, d’ott on déduit que limy, [ fr dp = [ f dp.
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Pour linterversion, on utilise que [(3, [ful)dp = X, [ |faldp < oo, ce qui implique que
Yonlful < 0o p-p.p. Soit A = {>", |fa] < 00} € &, on sait que A est p-négligeable. Sur A, > fn
converge et on pose h = > f,. Enfin, on pose h = 0 sur A°. On a donc bien ) f, = h u-p.p.
Enfin, on peut utiliser la convergence dominée (avec g = Y |ful, hn = D 7 fe et b = > 1oy fr)
pour conclure que limy, [, hndp = [, hdp. Comme [, hpdp = Y7 [ frdp, on en déduit qu'en effet,

Jehdp =301 [ fadp. u

1.8 Continuité et dérivabilité

Voici un théoréme sur la continuité des intégrales & parameétres.

Théoréme 46 Soit (Y, d) un espace métrique et (E, &, i) un espace mesuré. Soit f : ExY — R. On
fait les hypothéses suivantes.

(a) Pour tout y €Y, f(-,y) est &-mesurable.
(b) Pour p-presque tout x € E, y— f(x,y) est continue sur Y.

(c) Il existe une fonction g : E — [0,00] qui est &-mesurable et p-intégrable telle que |f(z,y)| <
g(z), pour p-presque tout x € E, ceci pour tout y € Y.

Alors la fonction F :' Y — R donnée par F(y fE wu(dz) est bien définie et continue.
Preuve : observons tout d’abord que F(y) est bien définie pour tout y € Y par (a) et (¢). Soit y, € Y,
n € N, une suite de points de Y qui converge vers y € Y fixé (i.e. lim, d(y,,y) = 0). Pour tout
n € N, on pose hy(z) = f(z,yn), © € E. L’hypothése (a) entraine que les h, sont des applications
&-mesurables. De plus, I’hypothése (b) montre que pour u-presque tout x, on a lim, hy,(z) = h(z), ou
h(z) = f(z,y), x € E. Enfin, on a |h,| < g pu-p.p. pour tout n d’aprés ’hypothése (¢). Le théoréme de
convergence dominée implique alors que lim, F'(y,) = lim, [; hndp = [ hdp = F(y). [ |

Le théoréme suivant concerne la dérivabilité des intégrales a paramétres.

Théoréme 47 Soit I un intervalle ouvert de R, soit (E,&, u) un espace mesuré, soit f : E x I — R.
On fait les hypothéses suivantes.

(a) Pour touty € I, f(-,y) est &-mesurable et intégrable.

(b) pour pu-p.t. v € &, y— f(x,y) est dérivable sur I.

(c) 1l existe g : E — [0,00], &-mesurable et p-intégrable, telle que pour p-p.t. © € &, pour tout
Z \‘”( )| < o).

Alors F(y) = [5 f(x,y) du(x) est bien définie, continue et dérivable sur I. De plus, on a F'(y) =

y€l, on ai

fE o (x,y)p d:L‘) pour tout y € I.

Preuve : on fixe y, € I, n € N, une suite de points distincts de y qui converge vers y € [ fixé.

Pour tout n, on pose hy,(r) = % Par (a), les h,, sont intégrables. Par ailleurs, ’hypothese

(b) implique que pour p-p.t. z € &, lim, hy,(z) = f (ac y). Enfin, I'inégalité des accroissements finis

combinée avec I'hypothése (c) entraine que pour pu-p.t. z € &, |hyu(z)| < sup,¢; ‘g—i(z,y)) < g(x). Le
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théoréme de convergence dominée s’applique donc & la suite des h, et montre que

F - F 0
lim Flyn) = Fly) = lim | h,du= / —f(x,y) du(z) ,
n—00 Yn — Y n—oo | g Oy
ce qui implique le résultat désiré. |

1.9 Espaces 7 et IV

Dans toute la section, l'espace mesuré (E,&, u) est fixée. Soit f : F — R, une application &-

mesurable. Pour p € [1, 00[, on pose
1
1= ([ 117 du)"
E

On introduit aussi le supremum essentiel de f

11/ 1l oo :inf{a €10,00] : u{x e E:|f(x)]>a})=0 }

Il est facile de voir que |f| < ||f]lco 1-p.p. (exercice).

Définition 48 Pour p € [1,00], on note LP(E,&, ) Uensemble des applications f : E +— R, &-
mesurables, telles que ||f]], < cc.

On commence par montrer les inégalités de Holder et de Minkowski. On rappelle que p, g € [1, o0]
sont conjugués ssi % + % =1 (avec 1/0 = 0o et 1/00 = 0).

Proposition 49 (Hslder) Soient p,q, conjugués et f,g : E — [0,00] des applications &-mesurables.
On a alors : [ fgdu < ||f|lpllgllq avec la convention 0 x oo = 0.

Preuve : Le cas p = 1,¢ = oo (ou le contraire) est facile, on suppose donc que p,q €]1,00[. On a
si/pgt/a < s/p+t/q pour tout s,t > 0 (utiliser la concavité du log ou, plus simplement, fixer s et étudier
la fonction en t). On pose ¢ = ||f||, et d = ||g||q- On applique 'inégalité précédente a s = (f(x)/c)?,
t = (g(x)/d)? et on obtient (cd)~1f(z)g(z) < cPf(x)?/p+ d~9g(x)?/q. En intégrant cette inégalité,
on obtient alors (cd)™? Jg fgdn <1/p+1/q =1, ce qui entraine le résultat désiré. ]

Proposition 50 (Minkowski) Soil p € [1,00] et soient f,g : E — [0,00], deuz applications &-
mesurables. On a alors : || f + gllp < || fllp + 19llp-

Preuve : c’est trivial si p = 1 et facile si p = 0o, on suppose donc que p €]1,00[ et on note ¢ son
conjugué. Par Hélder, on a

/f(f+g)p1du < |\f||p(/E(f+g)q(p1)du)‘17 et /;g(erg)pldu < IIQHp(/E(erg)q(pl)du);

E

En additionnant ces deux inégalités et en remarquent que p = g(p — 1), on obtient

1

L ardus sl i) ([ +aran)”.

soit encore ||f + gl[b < (|11l + gl f +g|]£/q. Comme p/q = p — 1, on conclut aisément. [ ]
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Remarque 51 Fizons p € [1,00|. Alors £P(E,&, ) est un R-espace vectoriel (bien sir, f,g €
ZLP(E, &, p) eta € Rimplique que f+ag € LP(E, &, ). De plus, || - ||, vérifie || f+gllp < [|fllp+19llps
llafllp = lall| fllp, et ||0]], = 0. Par contre, ||f||, = 0 implique que f =0 p-p.p., mais pas que f = 0.
Ce n’est donc pas une “vraie” norme.

Définition 52 On introduit la relation f ~ g si f = g p-p.p. C’est une relation d’équivalence. On
introduit ensuite, pour p € [1,00], I’ (E, &, n) Uespace quotient LP(E, &, )/ ~. Cest un R-e.v. Enfin,
pour w € L' (E, &, ), on définit ||ul|, = ||f||p pour nimporte quel f représentant du u (cette définition
ne dépend pas du choix de f puisque si f,g sont deux représentants de u, alors f = g p-p.p. et donc

1 £1lp = llgllp)-

Remarque 53 Soit p € [1,00]. Alors || - ||, est une (vraie) norme sur L' (E, &, ).

Les espaces I sont complets. On montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 54 Soit p € [1,00] et soit f, € LP(E, &, ), n € N, une suite de Cauchy (i.e. pour tout € > 0,
il existe n(e) > 1 tel que pour tout m,n > n(e), || fn— fml|lp < €). Alors il existe f € LP(E, &, 1) et une
suite strictement croissante d’indices (ny, k € N) tels que limy, f,, = f p-p.p. et limy || fn, — fll, = 0.

Preuve : Le cas p = oo est plus facile, on traite donc le cas ou p € [1,00[. Pour tout k& € N, on pose
nk = n(279) + -+ +n(27%) qui est strictement croissante, et on a

||f7lk+1 _fnkaSQ_k, keN.

Pour tout k € N, on pose g = D gcicp | frigr — fril €6 9 = 350 fnipy — fnil- Par Minkowski, on
montre aisément que ||g|l, < > ixo|[fris — frillp < 2 et donc g < oo p-p.p., ce qui implique que
la série fr () + D ;50 (fnis: () — fn;(z)) est absolument convergente, et donc convergente, y-p.p., on

appelle f sa somme (en posant f = 0 1a ot elle n’existe pas). De plus fn, = fn, + Efzo(me — fni),
d’ou limy, fn, = f p-p.p. Enfin, ank - f”p = H Zizk(anl - fm)Hp < Zizk ani+1 - fm”p — 0. u

Théoréme 55 Pour tout p € [1,00|, L' (E, &, p) muni de la norme ||-||, est complet.

La preuve découle immédiatement du lemme précédent et du suivant.

Lemme 56 Soit (Y,d) un espace métrique. Si (zp)n>1 est une suite de Cauchy dans (Y, d) et qu’elle
admet une sous-suite convergente, alors elle converge.

Preuve : Soit (z, )r>1 la sous-suite qui converge et soit = limy x,, . Fixons € > 0. Il existe n t.q.
pour tout n,m > ne, d(n,zn) < €. En particulier, si n > ne, on a limsupy, d(zp, z,,) < €. Or pour
tout n > 1, on a d(zp, z) = limy d(zp, y, ). Donc pour tout n > n,, on a d(zp,z) < €. [ |

1.10 Théoréme de Fubini

Dans cette section on fixe deux espaces mesurables (Eq, &1, 1) et (Fa, &2, u2). On cherche a définir
une mesure sur l’espace produit Fy X Es telle que la mesure d’un rectangle A; x Ay (ot Ay € & et

Ay € &) soit pu1(Ar)pa(Az).

Définition 57 (Tribu produit) Soient (E1,&1) et (Ea, &), deuz espaces mesurables. On note 8 @ & =
o(P) la tribu sur By X Ey engendrée par & = {A] x As 1 A) € &1, Az € &}
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Lemme 58 On note w1 et mo les projections canoniques de Eq X Ey :
V(:L‘l,l‘g) € W x Ey, 7T1(.T1,332)Z$1 et 7T2(.131,$2):x2.

La tribu produit & ® & est la plus petite tribu & sur Ey X Ey qui rende (4, &1)-mesurable la projection
71 et qui rende (¢, &)-mesurable la projection ms.

Preuve : On note ¢ la plus petite tribu Fy X Fy qui rende m; et 7o mesurables.

Pour tout 47 € &, on a 7r1_1(A1) = A1 X Ey € P C & @8, done 1 est (81 @ &, &1 )-mesurable.
De méme 7y est (&1 @ &, &)-mesurable. Donc ¢ C &1 ® &.

Pour tout A1 € & et tout Ay € &, ona Ay x Ay = 7T1_1(A1)07T2_1(A2) €%.Donc & C ¥, et donc
SRE=0(P)CY. [ ]

Proposition 59 (i) Soil A € & ® &. Pour tout x1 € Eq, Ay, = {x2 € Ey : (z1,22) € A} appartient
a &. Pour tout xo € Ey, A;, = {x1 € E1 : (z1,22) € A} appartient a &.

(i) Si f : E1 X By — R est & @ &-mesurable, alors xo — f(x1,x2) est &-mesurable pour tout
x1 € By et x1 — f(x1,22) est &-mesurable pour tout xo € E.

Preuve : (i) On fixe 21 € E} et on considére € = {A € & ® & : Az, € &}. On veut montrer que
& ® & C €. On montre facilement que % est une tribu (car (E X F),, = F, car (A%);, = (Az)S,
etc.) De plus, pour A = A1 X As € 2, ona A,, = Ay si x1 € Ay et Az, = 0 sinon, donc dans tous les
cas, Az, € &. Ainsi, & C € et donc & @ & = o (L) C E.

(ii) On fixe 21 € Ej et on pose g(xa) = f(z1,72). Pour tout B € Z(R), on a g~ 1(B) = {9 € Ey :
(z1,22) € fYB)} = (f"Y(B))s,. Mais f~1(B) € & ® & et donc, par (i), g~ *(B) € &. m.

Théoréme 60 (Théoréme de Fubini) Soient (E1, 81, 11) et (B2, &, u2), deux espaces mesurés avec [i
et o o-finies.

(i) Il existe une unique mesure p sur (E1 X Ea, 8 @ &) telle que p( Ay X Ag) = 1 (A1) pe(As) pour
tout A1 € & et tout Ay € &. Cette mesure se note 1 ® o et se nomme mesure produit.

(i1) Soit f : By x Ey — Ry, & @ &-mesurable. Alors
(%) /EleQ fd(p ® po) = [EQ [ . f(l'1,$2),ul(d$1)}ﬂ2(dl'2) = /El { . f(:vl,xQ)m(dggQ)}m(dxl)'

(iii) Soit f : By x By — R, & ® &-mesurable. Alors (a), (b) et (c) sont équivalents et impliquent
qu’on a encore (x) :

(a) f € LN E1 X B3, 61 ® &, 1 ® pa),

(b) x1 = [ |f(21,22)|pa(das) € L1 (Er, &1, 1),

(c) xa = [ |f(21,22)|p1(dar) € LN (B, 82, pa).

Preuve : Le point (iii) se déduit immédiatement du point (ii) (appliqué a |f|, f+ et f—). On suppose
d’abord que w1 et po sont finies et on procéde en 5 étapes. On étudiera le cas général a ’étape 6.
Etape 1 : On montre que pour tout A € &1®83, x1 — p2(Ay, ) est &1-mesurable. Pour cela, on introduit

L ={A€ & ®&E t.q. x1 — ua(Ay,) est &-mesurable}. On montre facilement que £ est une classe
monotone. De plus, elle contient & (car si A = A X Ay € P, alors pa(Ay,) = 14, (z1)p2(A42) qui
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est bien &1-mesurable). Enfin, & est stable par intersection (finie). Le théoréme de la classe monotone
nous dit que (&) C %, ce qui termine I’étape puisque & ® & = o(2).

Etape 2 : On introduit alors p : & ® & +— [0, oo] définie par

p(A) = [ eacymtae) = [ [ [ tanmp(don)|m(dn).

C’est bien défini grace a I'étape 1. On vérifie facilement que pour tout A = A} X Ay € &, on a
pu(A) = p1(Aq)p2(As). De plus p est une mesure sur (Ey X Eo, & ® &), car u(()) = 0 et car si on a
une famille 2.2.d. A,, € & ® &, alors

VIR R D St RIS VACES| PCEN S S A | A RRCRES RS ST

qui n’est autre que ) p(Ay). On a utilisé deux fois 'interversion somme/intégrale (tout est positif).

Etape 3 : Pour f: By x Ey — R, & ® &-mesurable, on a

(%) [EleQ fdﬂ—/E1 [ E2f($17$2)/~62(d9€2)}m(d$1)~

En effet, il suffit d’écrire f = 3" anla, avec a, > 0 et B, € & ® & (voir Lemme 27) et d’utiliser
I'interversion somme/intégrale pour écrire

[EleQ Jp = zn:a”M(A") - ;an /151 [/Ez 14, (xl,xz)uz(dm)}m(dm)

par deéfinition de p. On réutilise alors 'interversion somme/intégrale pour conclure.

Etape 4 : On montre ici qu’il existe au plus une mesure p sur (Ey X E3, & ® &) telle que u(A) =
p1(Aq)p2(Az) pour tout A = Ay x Ay € & : cela découle directement du théoréme d'unicité de
prolongement des mesures, car si on a deux telles mesures p et v, on a u(E) X Eg) = v(E; X Ea) < 00,
on a pu(A) =v(A) pour tout A € &, et car & est un pi-systéme qui engendre & ® &.

Etape 5 : Nous avons donc montré (i) et la moitié des égalités dans le point (ii). L’autre moitié se
démontre de la méme fagon, en reprenant la preuve depuis le début (étapes 1 4 4) en échangeant les
roles de Ey et E9 et en utilisant l'unicité prouvée a I’étape 5 (on obtient la méme mesure p).

Etape 6 : On ne suppose plus que p et uo sont finies. Comme elles sont o-finies, on écrit Fy = U, EY
et By = Uy E], avec les E? 2.2.d., éléments de & et pour lesquels pq (EY) < oo, et avec les F3 2.2.d.,
éléements de & et pour lesquels po(Fd) < oo. On introduit les mesures pf (A1) = pi(Ar N EY) sur
(El,cgol) et /L%(Ag) = /,LQ(AQ N Eg) sur (Eg,cg’g).

On montre alors facilement que p = Zp’q(NLp ® pa,q) vérifie toutes les conclusions du théoréme.

Pour 'unicité, considérons deux mesures pu, v sur (E1 X Fa, &1083) telle que pu(A) = uq (A1) pz(A4z) =
v(A) pour tout A = Ay x Ay € P. Posons pup 4(A) = p(AN(EY x EJ)) et définissons v, , de la méme
facon. En appliquant le théoréeme déja montré dans le cas fini, on voit que p, 4 = v, 4 pour tout p, q.
On conclut facilement que p =", fipq= >, ,Vpq = V- [ |

Remarque 61 Si on a trois (ou plus) espaces mesurés (Eq, &1, p1), (E2, 82, 12) et (Es, &3, u3) avec
W1, fh2, g o-finis, alors on identifie (E1 X E3) x E3 et Ey x (E2 X E3) et on montre facilement que (a
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identification prés) (61 @ &) @ &3 = &1 ® (£ ® &E3) et (1 @ p2) @ ug = p1 @ (u2 ® us), ce qui permet
de justifier la notation suivante :

(B1 x By x E3, 61 ® 63 @ 63, p1 @ g @ p3).

Remarque 62 (i) On peut vérifier que B(R?) = B(R)®1,

(i3) Si la mesure de Lebesgue € sur (R, B(R)) existe, la mesure de Lebesque £y sur (RY, B(R)) existe
ausss.

Le point (i) est a vérifier soigneusement. Pour (ii), il suffit de poser {3 = ¢®---® ¥, qui est bien une
mesure sur (R?, Z(R%)) vérifiant £4(A1 x - -- x Ag) = £(A1) x - - x £(Ag) pour tout Ay, ..., As € B(R).
Donc en particulier, pour tout pavé R =|ay, bi| X. .. X]ag, bg], on a bien £4(R) = (by—a1) X...x (bg—aq)
(puisque £(]a,b]) = b —a).

I.11 Espaces de Hilbert

Nous allons avoir besoin des résultats classiques suivants, appliqués a Uespace L’ (E, &, i), qui est
un espace de Hilbert : nous avons vu que muni de la norme || - ||2, ¢’est un espace vectoriel normé
complet. On vérifie facilement que (f,g) = [, fgdp (bien défini pour f,g € L’ (E, &, u) par Cauchy-
Schwarz) est un produit scalaire, qui de plus vérifie (f, f) = ||f||3. Le théoréme de projection suivant
est ultra classique.

Théoréme 63 Soit H un espace de Hilbert et C C H un s.e.v. fermé. Pour tout x € H, il existe un
unique v = mo(x), élément de C, tel que ||z — v|| = min{||z — w|| : w € C}. De plus v = wc(x) est
caractérisé par (a) v € C et (b) pour tout w € C, (x —v,w) = 0.
Preuve : On fixe x € H et on pose a = inf{||z —wl|| : we C}.

(i) Existence de 7c (). Pour tout n > 1, on peut trouver v, € C t.q. ||z — v,||? < a? +1/n. On
vérifie par le calcul (développer tous les termes)

o = vl 2 = 2( |1z = val 2 + [l = vinl 2 = 2|2 = (0 + v) /21).

Mais comme (v, + v,,)/2 € C, on a ||z — (v, + vim) /2|2 > 2. Ainsi, |[v, — o2 < 2/n+ 2/m, et la
suite vy, est de Cauchy. Elle converge donc vers un certain v € H, qui de plus appartient & C puisque
C' est fermé. Et bien sar, on a ||z —v|| = limy, ||z — v,|| < a et donc (par définition de «) ||z —v|| = a.

ii) Unicité. Si ||z — v|l = |lz — V]| = a avec v.v" € C, on écrit
(ii) , ,
[lo =o' = 2(Jlz = o] + [z = /|2 = 2/l = (v + v)/2]).

Comme de plus ||z — (v+v)/2|| > «, on conclut que |[v — v'|| <0, donc v =0’

(iii) Caractérisation, sens 1. Soit v = m¢(x). Alors v € C bien siir. De plus, pour w € C et t € R,
onav—tw € C et donc a? < ||z — (v—tw)||> = ||z —v|> + 3| |w||? + 2t{x —v,w). Comme ||z —v|| = a,
on conclut que 2t(x — v, w) + t2||w||?> > 0 pour tout t. Donc pour tout t > 0, 2(x — v, w) + t||w||* > 0,
et on conclut que (z —v,w) > 0 (en faisant t — 0). Pour tout ¢ < 0, 2(x — v,w) + t||w||*> < 0, et on
conclut que (z — v, w) < 0 (en faisant t — 0).
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(iv) Caractérisation sens 2. Soit v € C' t.q. (x — v, w) = 0 pour tout w € C. Alors pour tout w € C,
w—z|? =|[w—v+v—2|?= ||z —v|]?+ v —w|? car (w—v,v—21z) =0 (puisque w —v € C). Donc
pour tout w € C, ||w — z||? > ||z — v||?. [ ]

Théoréme 64 Soit H un espace de Hilbert et F' : H — R une forme linéaire continue. Alors il eziste
20 € H t.q. pour tout x € H, on ait F(z) = (x, 20).

Preuve : Si Ker FF = H, on peut choisir zyp = 0. On suppose donc que C' =Ker F' # H. On considére
zg € H\ C, on pose vg = ma(xg) et wyg = xg — vy (C est un s.e.v. fermé car F' est continue). On
vérifie que F(wg) = F(xo) — F(vo) = F(x9) # 0 et donc aussi wyg # 0. Pour tout x € H, on a
x — [F(z)/F(wg)]wy € C (car F est linéaire). Donc (comme wg = xg — 7o (x0) est orthogonal a C'),

Fa) N el
<w0,x—F(w0)w0>—0, ie. F(wO)F(aﬁ)—< 05 ).

I.12 Théoréme de Radon-Nikodym

Définition 65 Soit u et v deur mesures sur un espace mesurable (E,&). On dit que

(a) p est absolument continue par rapport a v (ou p << v) si pour tout A € &, v(A) = 0 implique
p(A) =0;

(b) 1w admet une densité f par rapport o v (ou du = fdv) si f : E — Ry est &-mesurable et si
pour tout A€ &, p(A) = [, fdv.

Proposition 66 Si dy = fdv, alors pour tout g : E — R4, &-mesurable, on a fE gdu = fE gfdv. Si
maintenant g : E +— R est &-mesurable, on a g € LYE, &, u) ssi fg € LYE,&,v) et dans ce cas, on

a aussi ngdu:ngfdu.

Preuve : Comme d’habitude, il suffit de traiter le cas positif. Soit donc g : E — Ry, &-mesurable,
qu'on écrit g = ) anla, avec a, > 0et A, € &, voir le lemme 27. On a alors

/Egdu—zanu(fln)—Zan[ElAnfdv—/ngdv,

On a utilisé plusieurs fois l'interversion somme/intégrale (tout est positif). [ |

Lemme 67 Soit (E,&, 1) un espace mesuré. Alors (a) v est o-finie si et seulement si (b) il existe une
probabilité v sur (E, &) par rapport a laquelle p admet une densité f.

Preuve : Pour (b) implique (a), on introduit E, = {f < n}. Bien sur, U, E, = E et u(E,) =
fEn fdv <nv(E,) =n.

Si p est o-finie, on considére une famille A, € &, 2.2.d., telle que pu(Ay,) < 0o et Up>14, = E.
On introduit la mesure v(B) = > o [2"u(A,)] " tu(A, N B) et la fonction f = > o, 2"u(A,)1a,.
On vérifie que v est une probabilité (c’est une mesure par la proposition 17-(ii)-(iii) et on a v(E) =
Zn>1 27" =1). Et on a bien du = fdv, car pour B € &, comme les A,, forment une partition de E,

/de—Z/BMde—Z/BM An)dy = 2" u(An) 2" 1(An)] T (AnNB) =Y u(AxNB),

n>1 n>1 n>1 n>1
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qui vaut bien pu(B). [ |
Le résultat suivant est important.

Théoréme 68 (Radon-Nikodym) Soit (E,&) un espace mesurable. Soient p et v, deur mesures o-
finies sur &. Alors p << v si et seulement si p a une densité f par rapport a v.

Preuve : Si p a une densité f par rapport a v, alors pour tout A € &, si v(A) = 0, alors u(A) =
1) 4 fdv =0, voir proposition 32-(iii). L’autre sens est plus délicat. En utilisant le lemme précédent, on
peut se ramener au cas ol u et v sont des probabilités (exercice).

On pose A = p + v et, pour ¢ € L*(E,&,)), F(p) = [ edp. Ce F est une forme linéaire sur
ZL2(E, &, \). Elle est de plus continue, car pour ¢, ¢’ € Z*(E,&,\), on a |[F(p) — F(¢)| < [z le —
ldp <l = @'l w2p.6 ) < e — @' |l22(8,6,0)- Par le théoréme 64, il existe donc h € LB, &, ) tel
que pour tout ¢ € L2(E, &, N), F(p) = [, hed), ce qui se réécrit [, pdu = [, phd), soit encore

(%) ‘é¢a—hmM:A¥mW.

(Pour les puristes, le paragraphe ci-dessus doit étre traité dans I (E, &, \)).

Montrons maintenant que h € [0, 1] A-p.p. Comme A = p + v et comme pu << v, il suffit de voir
que h € [0,1] v-p.p. En appliquant (x) avec ¢ = 1,1}, on obtient

E E

donc h < 1 v-p.p. En appliquant (x) avec ¢ = 1,0y, on obtient

0< /El{h<0}(1 — h)dp = /El{h<0}th <0,

donc fE 1¢p<oyhdy = 0, ce qui n’est possible que si h > 0 v-p.p.

On pose maintenant f = h/(1 — h), qui est bien &-mesurable et & valeurs dans R; (quitte a la
modifier sur un v-négligeable). Reste & verifier que dp = fdv. Soit donc A € &. En appliquant (x) avec
©=14/[1 —h+1/n] (qui est bornée et donc dans .Z%(E, &, \)), on trouve

/ 1-h _/‘ ho
Wl—ht1in T 1 hrim™”

En faisant tendre n vers I'infini (par convergence monotone), on conclut que p(A) = [, fdv. [ |

I[.13 Construction de la mesure de Lebesgue

On veut construire la mesure de Lebesgue ¢ sur (R, Z(R)). C’est difficile et assez peu intuitif. Nous
allons montrer péniblement les trois propositions suivantes.

Proposition 69 Soit E un ensemble et { : Z(E) — [0, 00] vérifiant

(a) £(0) =0;
(b) Si A,Be P(E) et si AC B, alors ((A) <{(B);
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(c) L(UnAp) <>, U(Ay) pour toute famille dénombrable de parties de E.

Alors £ ={Be€ P(E) : L(A)=L(ANB)+l(ANB)VYA € Z(E)} est une tribu et {, restreinte
a L, est une mesure sur (E,.Z).

Une application vérifiant (a), (b), (c) s’appelle une mesure extérieure.
Proposition 70 On définit £ : Z(R) — [0, 0] par
E(A) = inf { Z(bz - ai) ca; < Vi>1letAC Uizl]ai,bi[},
i>1

avec la convention que |a,a[= (. Alors £ vérifie les trois points (a),(b) et (¢) de la proposition 69 et la
tribu £ en résultant contient A(R).

Proposition 71 Le ¢ de la proposition 70 vérifie £([a,b]) = b — a pour tout a < b.

Avec ces trois propositions, on a construit une mesure £ sur (R,.Z), avec Z(R) C £ et {(]a,b]) =
b —a : on a construit la mesure de Lebesgue sur (R, Z(R)).

Preuve de la proposition 69 : (i) On montre facilement que pour tout A, B € Z(E), on a {(A) <
(AN B®) +£(ANB) : il suffit d’utiliser (¢) avec Ay = AN B¢, A2 = AN B, Ax = () pour k > 3, et (a).

(ii) I est évident que B € £ implique que B® € Z, et que E,() € Z.

(iii) On montre ici que By, By € £ implique que B; U By € Z. Soit donc A € Z(F). Comme
By e Zonal(AN(B1UBy)) =LAN(B1UB2)|NBS)+L([AN(B1UB3)] N By), ce qui se réécrit

(x1) (AN (B1UB32)) =4(ANByNBY) +{(AN By).
Comme By € .Z, on a {(AN BY) = {([AN B{] N Bz) + £([AN BS] N BS), soit encore
(x2) (AN BY) =4(ANB{N By) + (AN (B UBy)°).
Enfin, comme By € £, on a
(x3)  L(ANBS) + (AN By) = £(A).

En combinant (x1), (x2) et (*3), on arrive & montrer que £(A) = ¢(AN(B1 U B)¢) + (AN (B1UB3)),
ce qui achéve I’étape.

(iv) On montre ici que si By, ..., B, € £ sont 2.2.d, alors UT'B; € .Z (on le sait déja par (iii)) et
pour tout A € Z(E),

= Zn: (AN B;) + AN (NTBY)).

Comme UT'B; € 2, on al(A) = L(AN(UTB;))+L(AN(NTBY)), et il suffit de montrer que ((AN(UTB;)) =
Z? K(Aﬂ Bz) Comme B; € Z,on a E(A N (U?BZ)) = E(A N (U?Bl) N Bf) +€(Aﬂ (U?Bz) N Bl), ce qui
se réécrit L(AN (UTB;)) = (AN (UsB;)) + £(AN By). On conclut en itérant ce procédé.

(v) On montre ici que si By, Bg, -+ € & sont 2.2.d, alors U°B; € £ et {(UPB;) = > .77 U(B;).
Pour tout A € Z(E) et tout n, par (iv) (et (b)), on a

ZEAOB)+€(AO (N7 BS)) Z 0(AN B;) + £(AN (NS°BY)).
1
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En faisant tendre n vers U'infini, on conclut que (en utilisant aussi (c¢), car AN (U°B;) = UP(AN B;))
0(A) > iB(A NB;) +L(AN(NTBY)) > (AN (U°B;)) + (AN (U B;)°).
1
Mais en se rappelant le point (i), on conclut que
(A) = iE(A NB;)+ (AN (NTBY)) =L(AN(UTB;)) + (AN (U B;)°).
1

Donc U°B; € .Z. Et la premiére égalité avec A = U°B; donne ((UB;) = > 17 U(B;).

(vi) Il ne reste qu’a montrer que .Z est stable par union dénombrable (non nécessairement 2.2.d.)
Cela découle facilement de la stabilité par union finie (iii) et par union dénombrable disjointe (v). W

Preuve de la proposition 69 : (a) est évident, puisque () C U;]a;, b;[ avec par exemple a; = b; = 0,
ce qui donne . (b; —a;) = 0.

(b) est évident : si A C B, ¢(B) est défini par un infimum d’un ensemble plus grand que celui qui
défini A, donc ¢(B) < {(A).

(c) Soit donc Ay, Ag, ... des parties de R. On veut montrer que ¢(UpA,) < £(Ay). On suppose
tous les £(A;) < oo, sinon c’est évident. Fixons € > 0. Pour tout n, on peut trouver des a]* < b tels
que A, C Ujlal, b'] et tels que Y (b —al') < ¢(Ay)+€27". Du coup, UpA,, est inclus dans U; ,]a?, b,
et donc £(UpAp) <32, (0] —a) < 32, (6(An) +€277) =3, U(A,) te

Reste a voir que .Z contient Z(R). Comme .Z est une tribu, il suffit de montrer que | — oo, 2] € £
pour tout x € R. On veut donc montrer (on se rappelle le (i) de la preuve de la proposition 69) que
pour tout A C R, ¢(A) > ¢(AN] — oo, z]) + £(AN]x, +o00[). Par définition de ¢, il suffit de montrer que
si A C Uslag, b;[, alors Y, (b; — a;) > £(AN] — oo, z]) + £(AN]x, +-00]).

e Comme ANz, +00[C (Us]as, bi[)N|z, oo[= Usla; Ve, b; V], on a l(AN]z, +ool) < > . (biVr—a; V).

e Pour € > 0, comme AN| — oo, z] Clx — €,z + €[U[(U;]a;, bj[)N] — oo, z[)], ce qui se réécrit A C
|z — €, 4+ €[U(Ujla; Az, b; A x]), on a £(AN] — oo, z]) < 2e+ > .(bi ANz —a; Ax).

Ainsi, £(AN] — o0, z]) +L(AN]x,+00]) <2+ (biNz—a;Ax+b; Ve —a; V) =2e+) (b —a;).
Comme € > 0 est arbitraire, on conclut qu’en effet, £(AN] — oo, z]) + L(AN]z, +oo]) < > (b —a;). A
Preuve de la proposition 71. Déja, ¢([a,b]) < b — a : en effet, [a,b] C Us|a;, bi[ avec a1 = a — ¢,
by =b+e€et a; = b; =0 pour tout ¢ > 2, donc £(Ja,b]) <> .(bi —a;) =b—a+ 2e.

Reste a voir que £([a, b]) > (b—a). Il faut donc montrer que si [a,b] C Ujla;, b;[, alors >, (b; —a;) >
b — a. Comme [a,b] est compact et que U;]a;, b;[ en est un recouvrement par des ouverts, on peut en
extraire un recouvrement fini : on a donc [a, b] € UN]a;, b;[, et on doit démontrer que SV (bj—a;) > b—a.
Ceci peut se faire par récurrence sur N (c’est évident si N = 1, trés facile si N = 2), c’est un peu
fastidieux, sans plus. |

I[.14 Une partie réelle non borélienne
Proposition 72 (i) Il existe une partie A C R qui n’appartient pas a B(R).
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(i) Il est impossible de construire une mesure p sur (R, Z(R)), invariante par translation, telle
que (1([0,2]) soit non trivial (i.e. ni nul, ni infing).

Par invariante par translation, on veut dire que si A C Z(R) et si a € R, alors u(Aq) = n(A),
ou A, = {r+a : z € A}. Comme on souhaite que la mesure de Lebesgue soit invariante par
translation, le point (ii) dit en gros qu’on ne peut pas la construire sur toutes les parties de R : on est
obligé de considérer la tribu borélienne. Enfin, notons que la mesure nulle peut bien siir se construire
sur (R, Z(R)) et est invariante par translation (mais pas trés intéressante), ainsi que la mesure de
comptage (u(A) = cardinal de A), qui n’est pas trés intéressante non plus puisque ([0, 1]) = oo.

Preuve : Soit la relation d’équivalence sur R définie par x ~ y ssi x — y € Q. Pour chaque classe
d’équivalence, on considére un représentant (axiome du choix non dénombrable), qu’on peut choisir
dans [0, 1] (car z ~ = — |z]). On note A l’ensemble de ces représentants.

On a alors R = UgegAy et cette union est disjointe (c’est précisément la partition de R en classes
d’équivalence). On a aussi bien str Uyegnio,1144 C [0, 2]-

Soit p une mesure sur (R, #(R)) invariante par translation. Alors, par o-additivite, u(R) =
> qeq H(Ag) = > ,cqi(A). Donc si pu(A) = 0, alors p(R) = 0 et donc u([0,2]) = 0. D’autre part,
1([0,2]) = >~ cqeo,) MAq) = X geqeppa) #(A). Done si pi(A) > 0, alors ([0, 2]) = oo. Ceci montre le
point (ii).

Enfin, A ne peut étre borélien, sinon, sa mesure de Lebesgue existait, et on aurait ¢(A,) = ((A)

pour tout ¢ € Q, et on pourrait conclure comme ci-dessus que £([0,2]) est soit nul, soit infini, ce qui
est bien sir faux. |

I.15 Complétion d’espaces mesurés

11 est agréable que tous les négligeables soient mesurables. Si ce n’est pas le cas, voici une maniére
d’y remédier.

Théoréme 73 Soit (E,&, 1), un espace mesuré et A, l'ensemble des p-négligeables. On définit &+ =
o(&,M,). Il existe une unique mesure i sur (I, &) telle que fi(A) = p(A) pour tout A € &. De plus,

(i) on a Ny =N, C EF,
(ii) pour B € &, il existe A1, As € & t.q. Ay C B C Ag et u(A1) = n(B) = pu(A2),

(iii) pour f : E — Ry, &H-mesurable, il existe hi,hy : E — Ry, &-mesurables, t.q. hy < f < ha,
t.q. hy = hy p-p.p. et t.q. [phidu= [ fdi = [ hadp.

Preuve : (a) On montre que pour tout B € &#, il existe A € & t.q. A C B et B\ A € .4},. Pour cela,
on pose F = {BCE : EIAGéatelqueACBetB\AE%}. On a bien str & C ¥ et A}, C F.
Il suffit donc de montrer que % est une tribu. La seule difficulté est de montrer que si B € ., alors
B¢ e #.Onécrit B=AUN,avec A€ & et N =B\ Ac A, Il existe Ng € A, NE& tel que N C Ny.
On écrit alors que B¢ = AN N¢ = (AN N N N§)U (AN NN Np), ce qui montre que B¢ € .Z, car
I'union est disjointe, car A“NN°NN§ = A°NN§ € A7, et car bien stir A“NN°NNy € A, (puisqu’inclus
dans Np).

(b) Pour B € &*, on écrit B=AUN avec A € & et N € A4, (voir (a)) et on pose ji(B) = u(A).
Cette définition ne dépend pas de la décomposition, car si AUN = A" U N avec A, A" € & et
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N,N’" € .4, on a bien siur u(A) = p(A’) (il suffit par symétrie de montrer que p(A) = p(ANA’);
pour cela on écrit A = (AN A)U (AN (A)°) et on observe que AN (A) e &N A, car AN(A')° C
(AUN)N(A) = (A UN")N(A) C N';onadonc pu(A) < u(ANA) + pu(An (A% = u(AnA’)).

(c) On vérifie (exercice facile) que i est une mesure sur (E,&*) : i(0)) = 0 et la o-additivité découle
essentiellement de celle de u et du fait qu’une union dénombrable de négligeables I’est encore. De plus,
on a bien fi(A) = u(A) pour tout A € &.

(d) Pour 'unicité, supposons que v soit une mesure positive sur l'espace mesurable (E, &) telle
que v(A) = p(A), pour tout A € &. Soit B € &*. Par (a), on peut écrire B = AU N avec A € & et
N € A,. 1l existe donc Ny € & tel que N C Ny et u(No) = 0. On remarque alors que A C B C AU Np.
Donc forcément, pu(A) = v(A) <v(B) <v(AUNy) = p(AU Ny) = u(A), ce qui détermine v(B).

Montrons maintenant le point (i) : soit donc N € A. Il existe Ny € & tel que i(Nog) = 0 et
N C Ny. Par (a), il existe Ny € & t.q. Ny C Ng et No\ N1 € A},. Mais Ny € A, car u(N1) = i(Ny) <
f(No) = 0. Donc Ng = N1 U (No \ N1) € A, et, comme N C Ny, N € A,

Pour (ii), on considére B € &*. Par (a), il existe A € & et N € A4, t.q. B=AUN. Soit Ny € &
t.q. u(Nog) =0 et N C Ny. On conclut facilement avec 41 = A et Ao = AU Ny :ona Aj, Ay € &, on
a Ay C B C Ay, et on a p(Ay) = fi(A1) < ju(B) < i(Az) = p(A2) = p(A1).

Soit enfin f: E +— Ry, &#-mesurable. Par le lemme 27, on peut écrire f = " a,1p,, avec a,, > 0
et B, € &*. On applique ensuite (ii) pour construire, pour chaque n, A, 1,An,2 € & t.q. Ap1 C
B, C App et u(An) = i(Bpn) = u(Ap2). On conclut facilement que les fonctions by =), anla, , et
ha =), anla, , vérifient les conclusions du (iii). N
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Chapitre 11

Probabilités

II.1 Vocabulaire et notations
Espace de probabilités. Un espace de probabilité est espace mesuré (2, . %, P) ou la mesure P est
une probabilité : P(Q2) = 1.

Q est un ensemble qui modélise ’aléa. Les éléments de .# sont des évenements. La probabilité de
Ae ZFest P(A). Pour A,B € .% onnote P(Aou B) =P(AUB) et P(AetB) =P(A,B) =P(ANB).

Variables aléatoires. Soit (E, &), un espace mesurable. Une application X : Q — FE qui est (Z,&)-
mesurable est appelée une variable aléatoire. C’est donc une fonction de 'aléa.

Soit X :  — E, une variable aléatoire (v.a.). Pour C' € &, on note
(XeC=Xx"Y0)={weQ: X(w)eC}.

On omet le plus souvent les accolades : P(X € C) = P({X € C}) = P(X~}(C)). Si Y est une autre
variable aléatoire, on note P(X € C, Y € D) =P(X1(C)nY~1(D)).

Espérance. Soit X :  — R une v.a. réelle (v.a.r.).
¢ Si X >0, on définit son espérance par E[X] = [ X (w)P(dw).
e Sinon, on dit que X est intégrable si E[|X|] < oo et on pose alors aussi E[X] = [, X (w)P(dw).

Loi. La loi d’'une v.a. X a valeurs dans F (muni d'une tribu &) est la mesure image px de P par X,
voir proposition 40. Autrement dit, pour tout A € &, on a ux(A) = P(X € A). On a alors, pour toute
fonction ¢ : E — R, &-mesurable, E[p(X)] = [ ¢dux, dés que ¢ est positive ou E[j¢(X)[] < co. On
remarque que ¢(X) est bien une v.a.r. Bien str, pux est toujours une probabilité.

Espace canonique. Si on a une mesure de probabilité p sur un espace mesurable (E, &), on peut
toujours construire une v.a. X de loi p. Il suffit de prendre (2,.%,P) = (E, &, ) et X : Q — E définie
par X(w) =w. Pour A€ . =&, onabien P(X € A) = u({w : we A}) = u(A).

Mais dans toute la suite, sauf mention contraire, (€2,.7,P) est un espace de probabilité abstrait
sur lequel sont définies toutes les v.a.
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Variance. Si X est une v.a.r. telle que E[X?] < 0o, on pose

Var X = E[(X — E[X))?] = E[X?] - E[X]%

I1.2 Premiéres propriétés

Inégalités. On rappelle les inégalités du premier chapitre.

e Holder. Si p,q €]1,00[ avec 1/p+1/q = 1 et X,Y deux v.a.r., B[|XY|] < E[|X|P]/PE[|Y|?]'/4.
Avec Y = 1, comme E[1] = 1, ca donne E[|X|] < E[| X [P]'/?.

e Cauchy-Schwarz. Si X,Y sont deux v.a.r., alors E[| XY|] < E[|X|?]'/2E[|Y|?]'/2.
e Minkowski. Si p €]1, 00 et X,Y deux v.a.r., alors E[|X + Y|P]1/? < E[|X|P]'/? + E[|Y|P]'/?

Lemme 74 (Inégalité de Jensen) Soit ¢ : R — R, une fonction convexe et X une v.a.r. telle que X et
©(X) soient intégrables. Alors ¢(E[X]) < E[p(X)].

Preuve : Comme ¢ est convexe, pour tout zo € R, il existe a € R tel que ¢(x) > p(z0) + alz — x0)
pour tout x € R. En choisissant xg = E[X], on trouve a tel que p(z) > p(E[X]) + a(z — E[X]) pour
tout z € R. Donc ¢(X) > ¢(E[X]) + a(X — E[X]). On conclut en prenant I’espérance. [ |

Lemme 75 (Inégalité de Markov) Soit X une v.a.r. positive. Pour tout a > 0, on a P(X > a) <
E[X]/a.

Preuve : on remarque que 1y, < X/a et on prend 'espérance. |

Remarque 76 On peut décliner cette inégalité. Par exemple, si X wv.a.r. (pas forcément positive),
et si a € R, alors pour tout 8 > 0, on peut écrire P(X > a) = P(e%X > €99) < e B[], et
P(X <a) =P(e % <e99) < eME[eX].

Lemme 77 (Inégalité de Tchebychev) Soit X une v.a.r. telle que E[X?] < co. Alors pour tout a > 0,
P(|X — E[X]| > a) < (Var X)/a?.

Preuve : on applique Markov a Y = | X — E[X]|2. [ |

Fonction de répartition. Soit X, une variable réelle .7 -mesurable. Sa fonction de répartition est
la fonction Fx : R :— [0, 1] donnée par Fx(a) = P(X <a) = ux(] — o0, a]).

Lemme 78 Soit X une v.a.r. La fonction Fx est croissante, continue & droite, lim,—,_o Fx(a) =0
et limy—yoo Fix (a) = 1. De plus, pour tout a € R, on a P(X =a) = Fx(a) — Fx(a—).

Preuve : F'x est bien sir croissante. La continuité a droite découle de la proposition 14-(ii) : si a,

décroit vers a, on a N] — 0o, a,] =] — 00, al, ce qui implique que lim, px (] — 00, ay]) = px (] — 00, al).
On montre de méme que lim,—,_ Fx(a) =0 et lim,_,oo Fix(a) = 1. Enfin, il est facile de voir (par la
proposition 14-(i)) que Fx(a—) = pux(] — 00, a[), d’'ou Fx(a) — Fx(a—) = px({a}). [ |

Proposition 79 Soient X et Y, deux v.a.r. Alors, Fx = Fy ssi ux = py. Autrement dit, la loi d’une
variable est caractérisée par sa fonction de répartition.
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Preuve : Si ux = py, alors bien sir Fy = Fy. Supposons que Fx = Fy. On pose & = {R} U
{] — 00,a];a € R}. Cest un pi-systéme (car il contient R et car si A, B € &, on a ANB € &) qui
de plus engendre #(R). Comme on a pux(A) = py(A) pour tout A € &, le théoreme d’unicité de
prolongement des mesures garantit donc que pux = uy . |

Densité. Soit X une v.a.r. Si pour tout A € Z(R) de mesure de Lebesgue nulle, on a pux(A4) =
P(X € A) =0, alors le théoreme de Radon-Nikodym garantit 'existence d’une densité fx : R — R4,
2 (R)-mesurable, telle que pour tout A € B(R),

P(X € 4) = ix(4) = [ fla)d.

Cette derniére intégrale est une notation pour fA fxdl, ou ¢ est la mesure de Lebesgue sur R. Par la
Proposition 66, on a alors aussi, pour toute fonction ¢ : R — R Z(R)-mesurable, positive ou telle que
E[|¢(X)]] < o0,

EW@N-AM@&@ML

Lois usuelles sur R. Voici une liste de lois usuelles, dont on pourra retrouver facilement les défini-
tions et propriétés élémentaires dans n’importe quel livre (ou ailleurs).

e Lois discretes : loi de Bernoulli Ber(p), loi binémiale B(n, p), loi de Poisson &2(\), loi géométrique

Geo(p).

e Lois & densité : loi exponentielle &()), loi gamma I'(a,p), loi normale .4 (m,o?), loi uniforme
% ([a,b]). On dit parfois que X ~ A (m,0) si P(X =m) = 1.

Lois ni discrétes ni 4 densité. 1l est trés facile de trouver des variables aléatoires dont la loi n’est
ni discréte, ni & densité. Si par exemple on a U ~ .A47(0,1) et V' ~ Ber(1/2) indépendantes, on vérifie
(exercice) la loi de X = VU est donnée par ux(dz) = %50(dx) + 2\/1§67:p2/2d1;, qui a donc une partie
& densité et une partie discréte.

Plus intéressant, il existe des variables aléatoire continues, i.e. dont la fonction de répartition est
continue, i.e. telles que P(X = x) = 0 pour tout € R, mais qui n’admettent pas de densité. Voici un
exemple qui peut s’avérer utile. Nous ne donnons que les étapes principales.

On montre facilement que si U suit une loi uniforme sur [0, 1], alors les chiffres X; de U sont i.i.d.
de loi uniforme sur {0, 1,...,9}.

Soit u € [0,1] et u = >, ;2,107" son écriture en base 10. On dit que u est I-normal si pour
tout i € {0,...,9}, lim, n = N, (u,i) = 1/10, ot N, (u,i) = #{k € {1,...,n} : 2, = i}. On note A
I’ensemble des u € [0, 1] qui sont I-normauz.

On déduit des deux paragraphes précédent que si U ~ % ([0, 1]), alors P(U € #") =1 (car par la
LGN, lim,, n~ !N, (U,4) = lim,, n~! Z{V 1x,—i = 1/10 p.s.). Autrement dit, la mesure de Lebesgue sur
[0, 1] ne charge que les nombres 1-normaux, i.e. £(.4 N0,1]) = 1. Pourtant, on ne connait quasiment
aucun nombre 1-normal, e.g. on ne sait pas si V2 —1, e — 2, ™ — 3, etc. le sont.

Considérons maintenant Y7, Y5, ... i.i.d. de loi uniforme sur {0,1,...,8} et soit V = anl Y,107",
Les Y; sont donc les chiffres (aprés la virgule) de V en base 10. On voit que lim, n !N, (V,i) =
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lim,, n 211\/ ly,—1 = 1/9 p.s., donc V est p.s. non 1-normal. La loi de V' n’admet donc pas de densité
par rapport a la mesure de Lebesgue (puisqu’'on a £(4¢) = 0 et pourtant puy(A¢) = 1, et par le
théoreme de Radon-Nikodym). Pourtant, il est clair V' est une v.a. continue : pour v € [0, 1], on écrit
v=">,1yn107" et on a P(V =v) = Hl P(V, = yn) = 0, car c’est un produit infini de nombres
qui valent soit 0 (si y, = 9) soit 1/8 (sinon).

Vecteurs aléatoires. Une v.a. X = (X1,...,X,) a valeurs dans R? est appelée vecteur aléatoire
(tous les vecteurs sont des vecteurs colonne). Pour x = (z1,...,24) € R, on pose

Fx(X) :P(Xl < a:17...,Xd Sxd) :,ux(]—oo,xl] X ... X]—oo,xd]).

On appelle parfois Fx la fonction de répartition de X. En raisonnant comme pour les v.a.r., on voit
que deux vecteurs aléatoires ont méme loi ssi ils ont méme fonction de répartition.

On note || - || 1a norme Euclidienne de R? et, (-, -) le produit scalaire Euclidien. Soit X = (X1,..., Xq)
un vecteur aléatoire tel que E[[|X][|?] = E[X{] + ... + E[X] < co. On note

E[X]| = (E[X1],....E[X;]) e R?
son vecteur moyenne. On note aussi

Px = B[(X ~ BIX))(X ~ E[X))"] = (B[(X;~BX) (X -BX)] )

sa matrice de covariance de X, qui est une matrice réelle d x d symétrique (et positive). On montre
aisément que pour tout u = (uy, ..., uq) € R?% la v.ar. (u,X) vérifie

E[(u,X)] = (u,E[X]) et Var ((u,X))=u"I'xu.
Si M est une matrice d X d, le vecteur aléatoire M X vérifie enfin

E[MX] = ME[X] et F]\/[X = erM*.

Presque stir. On dit qu'une propriété est vraie p.s. si elle est vraie en dehors d’un ensemble P-
négligeable. Par exemple, deux v.a. X,Y sont égales ps. siP(X #Y) =0,ie.si P(X =Y) = 1.

I1.3 Convergence de variables aléatoires.

Dans cette section, (2,.%#, P) désigne I’espace de probabilité sur lequel toutes les variables aléatoires
mentionnées sont définies. On note £ (2, %), 'ensemble des v.a.r., i.e. des application de € dans R qui
sont (.#, Z(R))-mesurables. Par la proposition 24, si X,Y € .,?(Q F),alors X +aY, XY € Z(Q,.7)
(pour a € R).

On introduit la relation d’équivalence ~ sur Z(€,.%) en posant X ~Y ssi X —Y =0 p.s., et on
considére le quotient

L(Q,Z,P) = £(Q, F)/ ~ .
Dans la suite, on travaille sur L(€2, .#, P) plutot que sur .Z (2, .#) mais par commodité, on confond dans
les notations un élément de L(2,.%,P), qui est une classe d’équivalence de variables, avec n’importe

lequel de ses représentants.
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Rappelons quelques résultats sur les espaces L qui sont prouvés dans un cadre général a la section
1.9 du chapitre I. Pour X une v.a.r., on pose

Vp € [1,00[, | X||, = (E[\X|P])% et [|X]joo =inf {a € [0,00] : P(|X|>a)=0}.
Pour tout p € [1,00], on a
L'(Q,.7,P)={X e L(Q,.Z,P) : | X|p < o0} .
qui, muni de la norme ||-||,, est un espace vectoriel normé complet.
Définition 80 Soient X,, € L(Q,.%,P), n € NU {oc}.
(1) La suite (X )n>0 converge en probabilité vers Xoo ssi Ve > 0, limy, o0 P(|X;, — Xoo| > €) = 0.

(i1) La suite (Xp)n>0 converge p.s. vers Xoo ssi P(limy o0 Xy = Xoo) = 1.

(iii) Soit p € [1,00]. On suppose que X, € I, n € NU{oc}. On dit que la suite (X,,)n>0 converge
vers Xoo dans L' ssi limy, o0 || Xy, — Xool|p = 0.

On rappelle les théorémes de passage & la limite sous 'espérance qui sont la traduction, avec les
notations probabilistes, des énoncés des théorémes d’intégration.

Théoréme 81 Soit (X,,),>0 une suite de v.a.r. positives p.s.

(Convergence monotone) On suppose que X, < Xp41 p.s., pour tout n > 0. On pose Xoo = sup,, Xp,.
Alors lim, E[X,] = E[X].

(Interversion positive) E [ ano Xn} = ZnZO E[Xn]
(Fatou) E[liminf, X,] < liminf, E[X,].

Théoréme 82 (Convergence dominée) Soit (X, )n>0 une suite de v.a.r. Si
o [l existe une v.a. réelle X telle que lim, X, = X p.s.,
o [l existe une v.a.r. Z telle que E[Z] < oo et |X,,| < Z p.s., pour tout n > 0.
alors, X est intégrable, limnE[ | X — Xoo|] =0, et lim, E[X,]| = E[X].

Corollaire 83 (Interversion L') Soit (X;,)n>0, une suite de v.a.r. telle que ZTLZOEUX”H < 00. Alors
> >0 Xn est une v.a.r. intégrable et E[Y° <o Xn] = D nzo E[Xn].

Borel-Cantelli. Soient A, € .%, n € N. On pose
limsup A, = Np>0 Ug>n A ={w € Q : w € A, pour une infinité de A,,}
n

={une infinité de A,, sont réalisés},

liminf A, = Up>0 N> A ={w € Q : w € A, & partir d'un certain rang}
L >0 k>

={tous les A,, sont réalisés a partir d'un certain rang}.
On remarque que (limsup,, A,)¢ = liminf,, AS.
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Lemme 84 (Borel-Cantelli) Soit A, € %, n € N. On suppose que ) -,P(A,) < co. On a alors
P(limsup,,_,, An) = 0. Par passage au complémentaire, on voit que

P(d partir d’un certain, aucun A, n’est réalisé) =1.

Preuve : on pose Z = ) 41la,. On a E[Z] = > . P(4,) < oo. Donc P(Z = o0) = 0. Or
{Z = 0o} = {une infinité de A, sont réalisés} = lim sup,, A,,. [ |

Une application du lemme de Borel-Cantelli est le critére de convergence p.s. suivant.

Proposition 85 Soit e, €]0,00[, n € N, telle que 3, ~qen < 00. Soit (X;)n>0, une suite de v.a.r.
telles que Zn>OP< | Xn+1 — Xl > sn) < 0o. Il existe une v.a.r. Xo telle que limy, o0 X5, = Xoo p.5.

Preuve : on pose A, = {|Xnt1 — Xpn| > en} et B, = A% = {|Xp+1 — Xn| < e,}. Le lemme
de Borel-Cantelli implique que P(limsup, 4,) = 0, c’est-a-dire que P(liminf, B,) = 1. On pose
B, = liminf, B, : par définition, pour tout w € B, il existe N(w) € N, tel que pour tout n >
Nw), | Xpt+1(w) — Xp(w)| < e,. Comme ) €, < oo, on conclut que pour tout w € B, la série
Y >0 | Xng1(w) — Xp(w)| converge, et donc la série de terme général X, 1 (w) — Xy (w) est convergente.
Par téléscopage, cela implique que lim,, X, (w) existe et on note X, (w) cette limite. Si w ¢ B, on
pose Xoo(w) = 0 (par exemple), et on conclut. [ |

Proposition 86 Soit X,,, n € NU {oc}, des v.a.r.
(a) Si X, — Xoo dans I, alors X, — X dans L pour tout 1 < q < p < 00.
(b) Si X, > Xoo dans Ll, alors X, — X en probabililé.
(c) Si Xy, > Xoo p-S., alors X,, — X en probabilité.

Preuve : (a) est évident puisque par Hoélder, || X, — Xuol|lq < || X5 — Xoollp- Pour (b), on utilise
Markov : pour tout € > 0, P(|X,, — Xoo| > €) < e 'E[|X,, — X|] = 0. Pour (c), on fixe € et on écrit
P(| Xy — Xoo| 2 €) = E[1x,—x..[>e}], qui tend vers 0 par convergence dominée. m.

Proposition 87 Soit X,,, n € NU{oo}, des v.a.r. On suppose que X,, — Xoo en probabilité. Alors, il
existe une suite strictement croissante d’indices (ny)g>o telle que limg X, = Xoo p.s.

Preuve : par définition, pour tout & € N, il existe pr € N*, tel que pour tout n > pg, on ait
P(|X, — Xoo| > 27%) < 27% On pose ny, = p1 + ... + pi et on a bien P(|X,, — Xoo| > 27%) < 27F.
On pose By = {|Xn, — Xoo| < 27%} et B, = liminfy By. On a P(B,) = 1, par Borel-Cantelli.
Pour tout w € By, il existe un rang k(w), tel que pour tout k > k(w), on ait w € By, c’est-a-dire
| X, (W) — Xoo(w)] < 27F et donc limy, X, (w) = Xoo(w), ce qui montre la proposition. [ |

Remarque 88 La convergence p.s. n’est pas une vraie convergence : elle n’est associée a aucune topolo-
gie sur L(Q,.7,P) (donc a fortiori 4 aucune norme).

Preuve : Soit (H,.7) un espace topologique, soit (x,) une suite d’éléments de H et x € H. Alors
lim,, x,, = = ssi de toute sous-suite de (z,) on peut extraire une sous-sous-suite qui converge vers .
Le premier sens est évident (si lim, x,, = z alors de toute sous-suite de (x,) on peut extraire une
sous-sous-suite qui converge vers x : n’importe quelle sous-sous-suite convient). Pour montrer l'autre
sens, il suffit de montrer que si x,, ne converge pas vers x, alors il existe une sous-suite de x,, dont on
ne peut pas extraire une sous-sous-suite qui converge vers x. Mais comme z, ne converge pas vers ,
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on peut trouver O € 7 avec z € O et une sous-suite (z,, ) & valeurs dans O°. De cette sous-suite, on
ne peut clairement pas extraire une sous-sous-suite convergeant vers x.

Si X, — X en probabilité, alors de toute sous-suite de X,,, on peut extraire une sous-sous-suite
convergeant p.s. vers X. Or il est possible que X,, — X en probabilité sans que X,, — X p.s. |
Théoréme 89 Pour tout X,Y € L(Q,.#,P), on pose d(X,Y) =E[lA|X - Y]]

(i) d est une distance sur L(Q, .7, P).

(1) d(Xn, Xoo) = 0 ssi X;, = Xoo en probabilité.

(115) L(Q, F,P), muni de d, est complet.

Preuve : (i) On a d(X,Y) <d(X,Z)+d(Y,Z) car (a+b)AN1<aA1l+bA1 pour tout a,b > 0. On
adX,Y)=4d(Y,X) et d(X,X)=0. Enfin, d(X,Y) = 0 implique que | X — Y| A1l =0 p.s. et donc
X =Y p.s., soit encore X =Y au sens de L(Q2,.7,P).

(ii) Supposons que d(X,, Xo) — 0 et fixons € €]0, 1[. Alors P(|X;, — Xoo| > €) = P(| X, — Xoo|A1 >
€) < e 'd(X,, Xo) par Markov, et X,, — Xo en probabilité. Si maintenant X,, — X en probabilité,
alors pour € > 0 arbitrairement petit, on écrit

d( X, Xoo) =E[1{x, - xuo|<e} (1A [Xn — Xoo))] + E[1x, x05e} (1A [ X5 — Xoo|)]
<e+P(|X, — Xoo| > €),
d’ou limsup,, d(Xp,, Xoo) < €, puis limy, 00 d( X5, Xoo) = 0.

(iii) Soit X,, € L(Q2,.#,P) une suite de Cauchy pour d. Pour montrer qu’elle converge, il suffit de
montrer qu’elle admet une sous-suite d-convergente (voir le lemme 56). Pour tout € €]0, 1], il existe N,
pour tout n,m > N, d(X,, X;m) < €2 et donc

P(| Xy — Xm| > €) =P(| X0, — X A1 >€) < e Md( X, Xin) < e
Pour tout k € N, on pose ny = N(27%) 4+ ...+ N(27%). On a donc

VEeN, P(|X,,,, —Xn|>27") <27F.

Nk+1

Par la proposition 85, la suite X, converge donc p.s., et donc en probabilité, et donc pour d. |

Lemme 90 Si on a deux suites de v.a.r. telles que X, — Xo et Y, — Yo en probabilité, alors
f( X0, V) = f(Xoo, Yoo) en probabilité pour toute fonction f:R? — R continue.

Preuve : Soit Z, = f(X,,Y,) et Zoo = f(Xo0,Yoo). On fixe € > 0. Soit A > 0 (grand). f est
uniformément continue sur le compact [~A — 1, A 4+ 1]2. Donc il existe n > 0 tel que si z,2’,y,y’ sont
tous dans [-A — 1, A+ 1] avec de plus |z — 2/| < net |y — | <n, alors | f(x,y) — f(2',y')| < e. Donc
P(|Z, — Zoo| > €) <P(|Xoo| > Aou |[Yoo| > Aou | X, >A+1ou |V, >A+1)
+P(X,, Xoo, Yo, Yo € [-A—1,A+ 1] et (| X;, = Xoo| = nou |Y, — Y| >1))
SP(|Xoo| > A) + P(|Yoo| > A) + P(| Xy — Xoo| > 1) + P(|Y, — Yoo| > 1)
+P(|Xp — Xeo| = m) + P(|Y5 — Yoo| > ).

On conclut donc que limsup,, P(|Z, — Zx| > €) < P(|Xx| > A) + P(|Y| > A). Il ne reste plus qu’a
faire tendre A vers 'infini. [ |
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II.4 Uniforme intégrabilité

Définition 91 Une famille (X;)ier de v.a.r. intégrables est dite uniformément intégrable (ou U.1.) si
lima%oo SuPieI EHXi‘l{\Xi\Za}] =0.

Remarque 92 Une famille bornée dans L' n'est pas nécessairement U.L : si P(X,, = n) = 1/n et
P(X, =0) =1-1/n, alors E[|X,|] = 1, mais pour tout a > 0, sup,>; B[|Xy|1x,|>4] = 1.

Lemme 93 Soit (X;);c; une famille de v.a.r. intégrables.
(i) Si I est fini, alors (X;);er est U.L
(11) S’il existe une v.a.r. Z intégrable telle que pour tout i € I, | X;| < Z p.s., alors (X;)ier est U.1L
(tit) Si sup;er Bl X;|P] < oo pour un p > 1, alors (X;)iecr est U.L

Preuve : Pour (ii), on écrit sup;c; E[|X;|1x,>a}] < E[Z1754] qui tend vers 0 quand a — oo par

convergence dominée. Le (i) découle du (ii) avec Z = ., [X;|. Le (iii) découle du théoréme suivant
avec p(z) = zP. [ ]

Théoréme 94 (de de la Vallée Poussin) Soil (X;);cr, une famille de v.a.r. On a l’équivalence
(Z) (Xi)iel est U.L

»(z)

= o0 et

(ii) Il existe ¢ : Ry — Ry (qu’on peut choisir croissante et conveze) telle que limy,
telle que sup;c; E[o(]X;])] < 0.

Preuve : (ii) implique (i) est facile : on pose w(a) = sup,~,[z/(1+¢(x))], qui est décroissante et tend
vers 0 quand a — 00. On pose K = sup;c; E[1 4 ¢(|X;])]. Pour tout a > 0 et tout i € I, on a

E[|Xi1x,>a}] = E[(l + (X)) 5 Xl

Wl{m‘”}} < w(@)E[1+ ¢(|Xi])] < Kw(a),

ce qui implique bien que limg e sup;e; E[|Xi|1{x;/50}1] = 0.

Supposons maintenant (i). Soit (ax)x>0 une suite de réels positifs t.q. sup;e; B[| X;|1{x,5a,}] < 27k,
On peut supposer que ay — oo (en remplagant aj par ap + k si nécessaire). Soit ensuite ¢(x) =
> k>0(T —ag)+. Cette fonction est croissante, convexe, et on a lime(¢(x)/x) = oo (exercice). De plus,

Viel,  Elp(IXi)] =) B(Xi|—a)s] <D E[Xillyx,zan] <D 27" =2
k>0 k>0 k>0
La preuve est compléte. |

Théoréme 95 (Convergence dominée, version optimale) Soit X,, une suite de v.a.r. et X, une v.a.r.,
toutes intégrables. On o l’équivalence

(i) X, — Xo dans L.
(i1) X, — Xoo en probabilité et la famille (X,)n>1 est U.L
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Preuve : Comme X, € L', on montre facilement que (X,)n>1 est U.L ssi (X, — Xoo)n>1 est U.L
(exercice). De plus, X,, — X dans L! (ou en probabilité) ssi X,, — Xo dans L! (ou en probabilité).
On peut donc se ramener au cas ot Xo, = 0.

Pour montrer que (ii) implique (i). Fixons € > 0 petit et a > 0 grand. On écrit
E[|Xn|] <E[elyx, <a] + E[[Xall{x,5q] < €+ aP(|Xn| > €) + E[| Xn[1yx, >0
En faisant tendre n vers linfini, on trouve donc

lim sup E[|X,,[] < € + sup E[| Xp[1{|x, 5]
n n>0

Comme (X,,)n>0 est U.L, on trouve limsup,, E[|X,,|] < € en faisant tendre a — oo, et il n’y a plus qu’a
faire tendre ¢ — 0.

Supposons maintenant (i). Bien str, X,, — 0 en probabilité, et il suffit de montrer que la famille
(Xn)n>1 est UL On fixe donc € > 0, et on cherche Ac > 0 tel que sup,,> E[|Xn|1{x, >4} <€ 1l
suffit de considérer N tel que sup,,>, E[|X,|] < € puis Ac > 0 tel que sup,cqo,... N} [Xnll{x,>a3] <€
(ce Ac existe car la famille X, ..., Xy, est finie et donc U.L).

I1.5 Indépendance

Définition 96 Soit I un ensemble quelconque et, pour tout i € I, une v.a. X; o valeurs dans E;
(muni d’une tribu &;). On note o(X;,i1 € I) la plus petite tribu G sur Q t.q. pour tout i € I, X; soit
(9, &)-mesurable.

Il est facile de veérifier que o(X;,i € I) = o({{X; € C;} : C; € &,i € I}). La situation est plus simple
lorsqu’on ne considére qu’une seule variable, puisqu’alors o(X) = {{X € C} : C € &} (vérifier que le
membre de droite est une tribu sur Q).

Le résultat suivant est crucial.

Théoréme 97 (i) Soit X une v.a. a valeurs dans E (muni d’une tribu &) et Y une v.a.r. Si 'Y est
o(X)-mesurable (i.e. (0(X), B(R))-mesurable), alors il existe ¢ : E — R, (&, B(R))-mesurable, telle
que Y = o(X).

(ii) Soient X1,..., X, des v.a. & valeurs dans E, ..., E,, munis de tribus &1,...,6,. SiY est une
v.a.r. o(Xy, ..., X,)-mesurable, alors il existe ¢ : By X -+ x En — R, (51 ®+--®8,, B(R))-mesurable,
telle que Y = o(X1,..., X,).

Preuve : Pour (i), on suppose d’abord Y > 0, et on utilise le Lemme 27 pour écrire Y = "~ an1p,,
avec a, > 0 et B, € o(X). Mais 0(X) = {{X € C} : C € &}, donc chaque B,, est de la forme
B, ={X € Cp},pourun Cy, € & Ducoup, Y =}, ganlixec,) = ¢(X),avec ¢ = >, ~yanlc,, qui
est bien siur (&, #(R))-mesurable. Si maintenant Y est quelconque, on écrit Y, = p1(X), Y= = @a(X),
et on conclut avec ¢ = @1 — 2.

Le point (ii) n’est que I'application du (i) & la variable X = (X7,...,X,,), qui est une v.a. a valeurs
dans F; X -+ x Ey (muni de la tribu &1 ® - -+ ® &,). [ |
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Définition 98 (a) Soit A; € F, i € I, une famille d’événements. On dit qu’ils sont indépendants si
pour tout sous-ensemble fini d’indices J C I, on a P(NjesAj) = [[;es P(4;).

(b) Soit Z;, i € I, une famille de classes de sous-ensembles telles que X; C .F, pour tout i € I (on
ne suppose rien d’autre sur les %;). On dit que les classes %;, i € I, sont indépendantes si toute famille
d’événements A; € X;, i € I, est indépendante sous P, c’est-a-dire que VJ C I fini, VA; € Zj,j € J,
P(ﬂjeJAj) = [ljes P(Aj),

(c) Soit (E;, &), i € I, une famille d’espaces mesurables. Pour tout i € I, soit X; une v.a. a
valeurs dans E;. On dit que les v.a. X;, © € I sont indépendantes si les tribus o(X;), i € I sont
indépendantes, i.e. si pour tout sous-ensemble fini d’indices J C I, pour tous B; € &, j € J, on a

P(Njes{X; € Bj}) = [[ies P(X; € B)).

Remarque 99 [l est possible que 3 événements Ai, Aa, Az soient indépendants 2 a 2 sans étre in-
dépendants. Par exemple, on lance 2 piéces, Ay = {la premiére tombe sur pile}, Ay = {la deuziéme
tombe sur face}, As = {les 2 piéces tombent sur le méme motif}. On vérifie facilement que Ay, Ag, A3

sont indépendants 2 & 2. Pourtant, P(A;1 N AaNAs) =0+# P(A;)P(A2)P(A3).

Le résultat suivant peut se voir comme une réciproque du lemme de Borel-Cantelli.

Lemme 100 (Lemme de Borel) Soit A, € %, n € N, une suite d’événements indépendants. Si on a
Ym0 P(A4,) = oo, alors P(limsup,, ., A,) = 1.

Preuve : Comme limsup,_,,, A, = N,By, oit B, = Up>p A (qui est décroissante), il suffit (voir
proposition 14-(ii)) de montrer que P(B,) = 1 pour tout n, i.e. que P(BS) = 0 pour tout n.
Mais Bf = Ng>nAf, et on vérifie facilement que les Af sont indépendants. Du coup, P(Bf) =
By oo P(NY_, AS) = limy oo [T, P(AS) = 172, P(AS). On écrit ensuite que [[3°, P(AS) =
exp(d e, log(1—P(A))). En utilisant que Y - P(Ay) = oo, on conclut que Y2 log(1—P(A4g)) =
—o0, et donc P(BS) = 0. [ |

Le théoréme suivant est d’'un usage trés fréquent.

Théoréme 101 Soit Z; C F, i € I, une famille de pi-systémes. On suppose que les pi-systéemes P,
i € 1, sont indépendants. Alors les tribus o(Z;), i € I, le sont également.

Preuve : par définition de I'indépendance, on peut supposer [ fini, donc I = {1,...,n}.

Montrons déja que {o (1), P, ..., Py} sont indépendants. Pour cela, fixons Ay € Po,...,, A, €
Py, et considérons £ = {B € o(#1) : P(BNA2N---NA4,) =P(B)P(Az)...P(A4,)}. Il suffit de
montrer que .Z = (). On montre facilement que .Z est une classe monotone. D’autre part, .Z
contient & (par hypothése). Par le théoréme de la classe monotone, on a donc o(%?) C &, ce qu’on
désirait.

En appliquant I'étape précédente & P{ = Py, X5 = o(P1), &) = P pour k = 3,...,n, on
voit que {o (), Z5,..., P} sont indépendants, ce qui se réécrit {o(H1),0(H2), Ps, ..., P} sont
indépendants, etc. .

Corollaire 102 (Indépendance par paquets) Soit I, un ensemble d’indices et I; C I, j € J, une

partition de I. Soit F; C %, i € I, une famille de tribus indépendantes. Les tribus 9; = o(F;,1 € 1),
j € J sont alors indépendantes.
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Preuve : pour tout j € J, on note
1@]'2 {Alﬁ...ﬂAn; n €N, Al,...,AnEUigjjyi}.

Il est facile de voir que &; est un pi-systéme tel que o(Z;) = ¥;. L’indépendance des tribus .%;, i € I,
entraine facilement celle des &}, j € J. Le théoréme 101 permet de conclure. |

Proposition 103 Soit I un ensemble d’indices et, pour tout i € I, un espace mesurable (E;, &), un
pi-systéme €; C &; tel que 0(6;) = & et une v.a. X; qui est (F,&;)-mesurable. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) Les variables X;, i € I, sont indépendantes.

(it) Pour tout J C I fini, pour tous Bj € &, j € J, P(Njes{X; € B;}) = [Lies P(X; € By).
(tit) Pour tout J C I fini, pour tous Bj € €, j € J, P(Njes{X; € B;}) = [Lies P(X; € Bj).
(iv) Pour tout J = {j1,...,Jn} C I, ot les ji sont distincts, (X, X)) = X, ® @ px;, -

(v) Pour tout J C I fini, toutes h; : E; — R, &j-mesurables bornées (ou positives), j € J,

B[] 5] = [T Bl (X)),
jeJ JjeJ
Preuve : (i) est équivalent a (ii) par définition, (ii) implique (iii) est trivial, ainsi que (v) implique (ii)
(prendre hj = 1p,).

Montrons (iii) implique (i). Soit &; = {{X; € B;} : B; € %;}. C’est un pi-systéme (car %; en
est un). (iii) dit précisément que les &;,i € I sont indépendants. Donc par la proposition 101, les
o(Z;),i € I sont indépendants. Il nous faut donc montrer que o(%%;) = o(X;). Mais {B € &
{X; € B} € o(Z)} est une tribu (exercice) qui contient %;, donc &;. Ainsi, pour tout B € &,
{Xi € B} € 0(%). Comme o(X;) = {{X; € B} : B € &}, on conclut que o(%;) = o(X;).

Montrons que (i) implique (iv). px; ®...®ux, est 'unique mesure psur Ej, X -+ x Ej, t.q. pour
tout By € &jy,..., By € &, on ait pu(B1 x -+ X By) = px; (B1) ... px;, (Bn) =[] P(Xj, € By). Or

x;, o x) (B X o x By) = P(Xj, € Bi,...,X;, € By) = [[{ P(X}, € By) par (ii). Donc en effet,
N(lev"-vXjn) - 'qul ]...® 'uX]'n'
Enfin, montrons que (iv) implique (v) : on suppose J = {j1,...,jn} et on écrit

n

E[H hijy (X]k)] :/ (H hjk)dM(le,...,Xjn) = / (H h’jk)d(:qul ®...® MX]-”)‘
1 Ele---XEjn 1 Ej1><---><E]'n

1
Donc, par Fubini,

n

E[Hh]k(X]k)} :ﬁ/E hjkd/ink = ﬁE[th(X]k)]
1 Ik 1

1

Cela termine la peuve. |

Lemme 104 Soient X1,...,X, des v.a.r. indépendantes.
(a) Siles X; sont positives, alors E[X; x ... x X,| = E[X1] x ... x E[X,,].
(b) Siles X; sont intégrables, alors on a aussi E[ X1 x ... x X, =E[X] x ... x E[X,,].

Preuve : découle facilement du point (v) de la proposition précédente. [ |
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I[1.6 Loi du 0—1 et loi des grands nombres.

Définition 105 Soit X,,, n € N une suite de v.a. La tribu asymptotique de cette suite est Too =
ngOU(XIm k > n)

Exemple 106 Soient X, n € N, une suite de v.a.r. Alors les v.a. Y = limsup,, X, et Z = liminf,, X,
sont Too-mesurables. Pour montrer que Y est Joo-mesurable, il faut montrer que pour tout B € A(R),
{Y € B} € Z, i.e. que pour tout ng > 0, {Y € B} € o(Xi,k > ng). C’est évident, puisque
lim sup,, X, = limsup,, X, +n.

Définition 107 Soit 7 une tribu sur Q telle que T C F. On dit que T est P-triviale si pour tout
Ae 7, P(A)=00uP(A)=1.

Lemme 108 Soit 7, une sous-tribu de F. Soit X une v.a.r. 7 -mesurable. On suppose que T est
P-triviale. Alors, il existe xg € R tel que X = x¢ p.s.

Preuve : pour tout x € R, Fx(z) = P(X <z) =0 ou 1. Comme de plus Fx(—o0) =0, Fx(+00) =1
et comme Fx est croissante, on en déduit que Fx saute de 0 & 1 en un certain zg. Ainsi, comme F
est continue & droite, P(X = x¢) = Fx(xo) — Fx(zo—) = 1. [ |

Théoréme 109 (Kolmogorov : loi du 0 — 1) Soient X,,, n € N, une suite de v.a. indépendantes. Alors
leur tribu asymptotique T, est P-triviale.

Preuve : on pose 7, = 0(Xo,...,Xpn), Ip = 0(Xp,p > n). On a donc T = (),>9 Zn- On voit
que .%, est indépendante de .7, puis, comme Joy C F,, que %, est indépendante de J4. Donc
T est indépendante de Up>0.%, et donc de o(Up>0.%y) (car Uy,>0.%, est un pi-systéme). Mais bien
sr, 0(Up>0%n) = 0(Xo, X1,...) et donc T C 0(Up>0.%p). Donc I est indépendante de J5. En
particulier, pour tout A € J,, A est indépendant de A, i.e. P(A) = P(A)?, puis P(A) € {0,1}.

Théoréme 110 (Loi des grands nombres) Soit X,, une suite de v.a.r. i.5.d. el intégrables. Alors X,, =
nHX1+--+X,) = E[Xq] p.s.

Preuve : 11 suffit de montrer que pour tout a > E[X7], p.s., limsup,, X,, < a. En effet, on en déduira

que p.s., pour tout k > 1, limsup, X,, < E[X1] + 1/k, puis p.s. limsup, X,, < E[X3], puis, en
appliquant le résultat a la suite —X,,, que limsup,,(—X,) < —E[X1] p.s., i.e. liminf, X,, > E[X] p.s.

Ainsi, lim, X,, = E[X}] p.s.
On fixe donc a > E[X;]. On pose Sp = S5 =0 et, pourn > 1, S, = X; +... + X, et S} =
Xo+ ...+ Xpp1, My, = maxogkgn(Sk — ak:) et M} = maxogkgn(S; — ak:), puis

My = lim M, =supM, et M3 = lim M =sup M, .

n—o0 n>0 n—oo n>0
On remarque ensuite que
My = max(O,X1 —a, X1 —a+S—a, X1 —a+ 55 —2a,...,X; —a+S:L—na)
max (0, X1 —a+ M)

M) + X1 + max(—X; — M, —a)
= M;+ X; —min(X; + M, a).
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Clairement M, et M, ont méme loi. Donc
E[Xi] = Emin(X; + M,;,a)] + E[M,+1] — E[M,] > Emin(X; + M,,,a)].

On remarque que |min(X; + M}, a)| < |X1| + a (car M} > 0, séparer les cas (i) a < X7 + M}, (ii)
0< X1+ M} <aet (iii)) X1+ M} <0et X1+ M <a). Donc par convergence dominée,

E[X;] > Emin(X1+MZ, , a)]. (%)
Mais {MZ = oo} est dans la tribu asymptotique des X,, (exercice). Comme elle est P-triviale par
laloi du 0 — 1, on a donc P(MZ = o) € {0, 1}.

Si on avait M = oo p.s., on aurait, par (*), E[X1] > a. Donc M < oo p.s. Du coup, My < 0o
p.s. (car de méme loi que M), ce qui signifie que pour tout n > 0, S, —an < My < oo et donc
limsup,,(Sn/n) < a. [ |

I1.7 Convergence en loi

Dans toute la section, on considére un ensemble £ muni d'une distance d (et donc d'une tribu
borélienne associée A(E)). On note .#(E) l'ensemble des probabilités sur (E,Z(F)). Soit Cy(E)
I’ensemble des fonctions continues et bornées de E dans R. et soit Lipy(E) I'ensemble des fonctions
Lipschitz et bornées de ¥ dans R. On rappelle que f : E +— R est Lipschitz s’il existe une constante C'
telle que pour tout x,y € E, on ait |f(x) — f(y)| < Cd(z,y).

Définition 111 (a) Soient p, € #1(E), n € NU {oo}. On dit que la suite (jin)nen converge étroite-
ment Vers leo, et on note [, = oo, St

v¢€Cb<E)7 hm/ @dun:/wdﬂoo
n JE E

(b) Soient X,,, n € NU{oo}, des v.a. a valeurs dans E. On dit que la suite de variables (Xp)nen
converge en loi vers Xoo 8t Lx, = X, 1-€. St

Ve Cy(E), lmE[p(Xy)] = E[p(X)].
L’unicité de la limite étroite se déduit du lemme suivant (car Cy(E) C Lipy(E)).

Lemme 112 Soient p,v € M (E). Si [ odp = [ edv pour tout ¢ € Lipy(E), alors p=v.

Preuve : L'ensemble & des fermés de E est un pi-systéme qui engendre A(FE). Par le théoréme
d’unicité du prolongement des mesures, il suffit de montrer que u(F) = v(F') pour tout F € &. Pour
F e Petk>1,on considere g, p(x) = (1 — kd(z, F'))+, qui est Lipschitz bornée et qui décroit vers
1p(z) (exercice, utiliser que F' est fermé). On a donc par hypothese [ op pdp = [ ok rpdv, puis, par
convergence dominée, u(F') = v(F). [ |

Remarque 113 Par contre, si X, converge en loi vers X et vers Y, on n’a pas forcément X =Y (du
tout). On a seulement px = py .
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Théoréme 114 (Théoréme du porte-manteau incomplet) Soient X,,, n € NU{oo}, des v.a. & valeurs
dans E. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Xy converge en loi vers Xoc.
(ii) ¥ € Lipy(E), limy Elp(X,)] = Blp(Xao)].
(i1i) VF fermé de E, limsup,, P(X, € F) <P(Xx € F).
(iv) YO ouvert de E, liminf, P(X, € O) > P(X, € O).
Preuve : (i) entraine (ii) est évident, (iii) et (iv) sont équivalents (par passage au complémentaire).
Montrons que (ii) implique (iii). Pour F' fermé et & > 1, on considére ¢y, p(z) = (1 — kd(x, F)) 4,

qui est Lipschitz bornée et décroit vers 1p(x). On peut donc écrire, pour chaque k,

limsup P(X,, € F) < limsup E[py, p(X,)] = Elpg, r(Xoo)]-
n

n
Mais, par convergence dominée, limy, E[p; p(Xoo)] = P(Xo € F).

Montrons que (iii) implique (i). Soit ¢ : E — R continue bornée. On veut lim, E[p(X,)] =
E[p(X)]. Il suffit de montrer que limsup,, E[p(X,,)] < E[p(Xs)] (on conclura en utilisant le méme
résultat pour —¢p). Supposons que a < ¢ < b. On écrit E[p(X,)] = a+ f;P(w(Xn) > r)dr. Mais pour
tout 7, P(p(X,) > 1) = P(X, € ¢ 1([r,00])). Comme ¢~ 1([r,00]) est fermé (car ¢ est continue),
on a par hypothése limsup, P(X, € ¢ 1 ([r,[) < P(Xe € ¢ ([r,c[) = P(p(Xs) > 7). On
conclut facilement que lim sup,, f;P(w(Xn) > r)dr < f; P(p(Xs) > r)dr. Ainsi, lim sup,, E[p(X,,)] <
at [, P(p(Xoo) 2 r)dr = Blp(Xoo)]. u

Proposition 115 Soient (E,d) et (E’,d"), deuz espaces métriques. Soit ® : E — E’, une fonction
continue et X,,, n € NU{oo}, des v.a. a valeurs dans E. Si X,, converge en loi vers X, alors ®(X,,)
converge en loi vers ®(Xo).

Preuve : On veut montrer que pour tout ¢ : E’ +— R continue bornée, on a E[p(®(X,))] —
E[p(®(X))]. Cela découle de la convergence en loi de X,, vers Xoo, puisque ¢ o ® : E — R est
continue bornée. |

Proposition 116 Soient X,, n € NU {oco}, des v.a. a valeurs dans E. Si X, — Xo en probabilité,
alors X,, — X en loi.

Preuve : il suffit de montrer que pour tout ¢ € Lipy(FE), lim, E[p(X,)] = E[p(X)]. Soit donc
@ € Lipy(E) et C > 0 tel que |p(z) — ¢(y)| < Cd(z,y). Pour € > 0 fixé, on écrit

[E[0(X5)] - Elp(Xo)]| < Ellp(Xn) — ¢(Xso)l] < Ce +2J¢]|ocP(d(Xn, Xo) > €).
Donc lim sup,, |E[¢(X,,)] — E[¢(X)]| < Ce pour tout € > 0, puis lim, |E[p(X,)] —E[p(Xx)]| =0. B

Proposition 117 Soient X,, n € N, des v.a. & valeurs dans E et a € E (déterministe). Si X, — a
en lot, alors X,, — a en probabilités.

Preuve : Pour € > 0, on introduit la fonction continue bornée .(z) = min{1,d(z,a)/e}, on sait que
E[pc(Xy)] — Elpc(a)] = 0. Mais Lig@a)>ep < ve(x), ot P(d(Xy,a) > €) < E[p(Xy)] — 0. [ |

On peut aussi montrer le résultat suivant, dont la preuve est assez technique.
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Remarque 118 Soient X,,, n € NU {oc}, des v.a. a valeurs dans E. Soit ¢ : E — R bornée et
(&, B(R))-mesurable. Soit C, C E l'ensemble des points de continuité de ¢. Si X, converge en loi
vers Xoo et si Xoo € Cy p.s., alors lim, E[p(X,)] = E[p(X)].

C’est en fait tres utile. Si par exemple, si £ =R, si X,, = X0, si la loi de X a une densité, alors
lim, E[¢(X,,)] = E[p(X)] dés que ¢ : R — R est bornée et continue ¢-p.p.

I1.8 Convergence en loi dans R¢.
On note C.(R?) Iensemble des fonctions continues a support compact R? dans R.

Lemme 119 (a) Soient p,v € 1 (RY). Si [, vdu = [, vdv pour tout 1 € Co(E), alors p=v.
(b) La suite u, € #1(RY), n € N converge étroitement pioo € #1(R?) dés que
Ve C®Y, lm [ ddun= [ vdue
n—oo R4 Rd
Preuve : Le point (b) (et I'unicité de la limite étroite) implique le point (a) (choisir p, = p et oo = V).
Montrons (b). Pour R > 0, soit ¢g(z) = (1 — d(z, B(0, R)))+. On a alors 15 gy < ¢r < 1p(0,r+1) ©F
bR € Ce(R?). Pour ¢ € Cp(RY) et n € NU {00},

)/ sodun/ POR dpn,
Rd Rd
puis

‘/ wdun—/ ‘Pd,uoo‘ < ‘/ sochdun—/ wchdMoo‘Jerlloo(?—/ qudun—/ ¢Rduoo)-
Rd Rd Rd Rd Rd Rd

Comme p¢p et ¢r sont dans C.(RY), on en déduit que

< gl [ (0= m)dis = el (1= [ o),

timsup| [ odun— [ pdunc] < 2ol (1= [ ondnac) < 2elnn((BO B,
n R4 R4 R4

Comme limp o0 f1oo(B(0, R)) = 1, on conclut facilement. [ |

On note (-,-) le produit scalaire eucilidien sur R?.

Définition 120 (a) On appelle transformée de Fourier de p € .#,(RY) la fonction de ji : R? — C
définie par

(€)= [ € utde) = [ cos(ig.outde) +i [ sin((€.a) ().

R4

(b) Pour X une v.a.  valeurs dans R, on appelle fonction caractéristique de X la transformée de
Fourier de sa loi fix (&) = E[e&X)].

Remarque 121 Pour toute v.a. X d valeurs dans R, [ix est continue de RY dans C, bornée (en
module) par 1 et j1x(0) = 1.

Remarque 122 Si X ~ 4 (0,021y), alors fix (€) = e~ lEII°/2,
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Preuve : comme X = (X1,..., Xy) avec les Xj i.i.d. .47(0,0?), on a clairement, pour £ = (£1,..., &),
px(§) = fix, (&) x -+ x fix,(&q)- 11 suffit donc de traiter le cas d = 1. On a par définition, puis en
dérivant en &,

1 ) 2 2 2 2
fix(§) = e7e= /) gy puis i (€) = e—2/20%) g
U\/ﬂ R

ovV2m
En intégrant par parties, on trouve i (£) = —£0%1ix (€), dont la solution est jix(¢) = ﬁX(O)e_02§2/2.
Comme ix(0) = 1, ceci termine la preuve. [ |

Voici les principaux résultats de cette section.

Théoréme 123 (i) (Injectivité) Si p, v € 41 (R?) et si [i(€) = U(€) pour tout £ € RY, alors = v.

(ii) (Théoréme de Lévy) Si iy, € #1(RY), n € NU{oo} et silim, iy (€) = jio(€) pour tout &€ € RY,
alors y, = lhoo-

Preuve : Bien str (ii) implique (i). On divise la preuve (ii) en plusieurs étapes.

Etape 1. On note g,(z ) (a\/ o)~ 112117/(20%) 15 densite de la loi A (0, 021,). Pour pu € 41 (R%) et
z € R, on pose (go * p)( = Jga 9o(x — y)p(dy). On vérifie ici que

/e—UQIIE2/262‘(5790)/;(_5)615.
R4

(90 1)) =

Comme ¢y /,(§) = (o 2m)%g, (&) (voir la remarque 122), on a

1 — 1 Od W(x—y, —o? 2
(o)) = s [t =) = s [ ([ e o I g ),

puis, par Fubini,

(9o 1) () = (Qi)d /Rd (/Rd e (dy) ) e II7 2 g = (er)d/Rd (e (—g)) eI 2ge.

Etape 2. Soit ¢ € C.(RY). Elle est uniformément continue, et on définit son module d’uniforme
continuité : pour § > 0, w(t;8) = sup {|v(z) — ¥(y)| : [|# — y[| < §}. On montre ici que pour tout
Y € Co(RY), tout p € .41 (R) et tout o > 0,

Awno) = | [ vau— [ vl ia)da] < [ g@atvialz:

Soit X ~ p et G ~ A4(0,1;) indépendantes. Comme oG ~ 4 (0,021,), on conclut que X + oG suit
la loi de densité g, x p. Du coup, on peut réécrire

A, ,0) = [E[(X) = 0(X +0G)]| < Elw(w; o] G
Comme enfin G ~ g1, le membre de droite se réécrit bien [, w(1;ol|z|)g1(2)dz.
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Etape 3. On conclut. On suppose donc que p,, € #(R%) pour n € NU {oc} et que fin (&) — fice(€)
pour tout £ € RY. On considére ¢ € Co(RY), et on doit montrer que I, = | [pa ¥dptn — [pa Pdpos| tend
vers 0. Pour o > 0, on écrit I, < INo 4120 4 IS"’, ol

Y

1 =| [ = [ @) )@
P | [ o= [ 000) 0 1) )
127 =| [ 960 [0 1)(@) = (00 % o)) ]

)

En utilisant Pétape 2, on voit que pour tout n, Iy” +I%7 < ¢(0), ot €(0) = 2 [pa 91(2) w(¥; 0]2]) (d2).
Comme w(1);d) est borné (par 2||1)||s) et tend vers 0 quand 6 — 0, on conclut, par convergence
dominée, que €(o) — 0 quand o — 0.

Par ’étape 1, on a

127 = G| [ ota) [ o e [ ) — i () deas

Donc a ¢ > 0 fixé, lim, I =0 par convergence dominée, car
o lim,, [fin (=€) — fiso(—€)] = 0 pour tout & € R? par hypothése,

o [ (@)e NI 2HEn [f(—€) — i (—O)]| < 2(a)|e P2 € 21 (R, B(R*), dédar) car o est
a support compact.

Nous avons donc montré que pour tout o > 0, on a I,, < ¢(o) + I3 avec limy, I = 0 (pour tout
o > 0) et lim,_,0€(0) = 0. On conclut que lim, I,, = 0. [ |

II.9 Vecteurs gaussiens

On rappelle que si Z ~ A47(0,1), alors m + cZ ~ A (m,0), et donc uz(§) = eim=o26?/2 (O
rappelle aussi que X ~ A4 (m,0) si X =m p.s.

Définition 124 Soit X = (X1,..., Xy) une v.a. a valeurs dans RY. C’est un vecteur gaussien si pour
tout u = (uy,...,ug) € R, (u,X) = uy X1 + ... +ugXy est une v.a. gaussienne.

Remarque 125 Si X est un vecteur gaussien de dimension d et si M est une matrice réelle d x d,
alors MX est un vecteur gaussien.

Exemple 126 Si X1,..., X4 sont i.i.d. 4(0,1), alors X = (X1,...,X,) est un vecteur gaussien. En
effet, pour u = (uy,...,uq) € R? et £ € R, par indépendance,

flux) (€) = E[ I1 ez‘fukxk] = [ Ele¥) = e~ (Ui tu3)/2 _ € |ul?/2,
1<k<d 1<k<d

Donc {(u, X) ~ A (0,||ul||?) par injectivité de la transformée de Fourier.

Rappelons-nous les définitions du vecteur moyenne et de la matrice de covariance.
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Lemme 127 Soit X, un vecteur gaussien. Pour tout u € RY, (u,X) ~ A ((u, E[X]), (u,'xu)). Bt
pour tout § € Rd: /I)\((f) = exp(i<§, E[X]> - <§7 FX§>/2)

Preuve : On sait que (u,X) est une v.a. gaussienne, que E[(u, X)] = (u, E[X]) et Var ({u,X))
(u,Cxu). Donc forcément, (u, X) ~ A ((u, E[X]), (u,'xu)). Ensuite, on voit que 1ix(§) = fi¢ x)(1
et on conclut aisément en utilisant que (¢, X) ~ A ((¢, E[X]), ({,T'x&)).

Y

el

Définition 128 Le lemme précédent montre que la loi d’un vecteur Gaussien X est entiérement car-
actérisée par son vecteur moyenne v et sa matrice de covariance I'. On note JV(V, F) cette lot.

Proposition 129 Soient v € R? et I', une matrice réelle de taille d x d symétrique positive. Il existe
un vecteur Gaussien X ~ A (v,T).

Preuve : I est symétrique positive, donc admet une racine carrée S (i.e. une matrice symétrique
positive d x d telle que S? = T'). On considére Y7, ..., Yy i.i.d. deloi 47(0,1), on pose Y = (Y7,...,Yy)
puis X = v + SY. On vérifie ensuite que X est un vecteur gaussien (comme dans 'exemple), que sa
moyenne est v, et que sa matrice de covariance est S =T. |

I1.10 Théoréme de la limite centrale

Théoréme 130 Soient X,,, n € N, une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans R%, n € N. On suppose que
E[||X1]|%] < oo et on note v =E[X;] et I =T'x,. Alors, quand n — oo,

\/ﬁ( Xy 4+ +X,) — V) converge en loi vers J/(O, F).

1
n
Lemme 131 Soit X est une v.a.r. t.q. E[|X|?] < co. Il existe € : R — C telle que limg_,0€(£) =0 et

62

VEERT,  ix(§) =1+i€E[X] - 2 BX7 4+ |¢%(9).

Preuve : On vérifie (exercice) que pour y € R

2
e —1—iy+ 2| < y?min{lyl, 1}.

Ainsi,
& ; &
fix(§) = 1 — i€B[X] + SEX?)| = [B[¢00) — 1 —igX + X7 | < |¢PE[X? min{1,]¢X]}].
Par convergence dominée, lime_,o E[X? min{2, [£X|}] = 0, ce qui achéve la preuve. [ |

Preuve du théoréme : On suppose sans perte de généralité que v = 0 on on procéde en deux étapes.
On vérifie d’abord le théoréme quand d = 1. On doit montrer que Z, = n_1/2(X1 + -+ Xp)
converge en loi vers .4 (0, E[X?]). Par le théoréme de Lévy, il suffit de voir que pour tout ¢ € R, quand
n — oo, on a fiz, (£) — exp(—E[X?]¢2/2). Mais par indépendance et identité des lois,
iz, (€) = B[St X0V g€ < (g, 6/ )
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Par le lemme, on a de plus I'existence d'une fonction € : R — C telle que limg_,g€(§) =0 et

§2 &

VEER, jix,(§) =1 +i€E[X:] - TEXT] +%(¢) = 1 - TEX{] + (9.

En combinant ces deux résultats, on conclut qu’en effet, quand n — oo,

2 2
Aza€) = (1= S BIXE + S©)” - exp(~BIX2IE/2).

On suppose maintenant d > 2. On doit montrer que Z, = n~/?(X; +--- + X,,) converge en loi
vers .4 (0,T). Par le théoréme de Lévy, il suffit de voir que pour tout ¢ € R% quand n — oo, on a
iz, (&) — exp(—(&,T€)/2). Fixons donc & € RY. Les v.a. Y,f = (£, Xg) sont i.i.d., de dimension 1, et on
a E[Yf] =0 et Var (Yf) = (£,T¢). On sait donc par I'étape précédente que Z5 = 71_1/2(Y1£ +...Y%)
converge en loi vers .A4°(0, (£,T'¢€)). Donc en particulier, ﬁzg(l) tend vers exp(—(&,T¢)/2). Comme
finalement fiz, (§) = 'LA‘ZS (1), la preuve est compléte. [ |
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Chapitre 111

Espérance conditionnelle

Dans tout ce chapitre (2,.%,P) désigne un espace de probabilité. La tribu F est la tribu de
référence. On dit que ¥ est une sous-tribu de .# si 4 est une tribu sur Q et i ¢ C %. Dans ce qui
suit, il sera commode d’interpréter une sous-tribu ¢ de .# comme une famille d’événements dont on
sait déja s’ils sont réalisés ou non. La notion d’espérance conditionnelle est une facon de formaliser le
probléme suivant : comment calculer la moyenne d’une variable aléatoire sachant que les évenements
de 4 sont réalisés ou non ?

Définition 132 Soit & une sous-tribu de ¥ . Soit X une v.a.r. positive (resp. intégrable). Une v.a.r.
Y positive (resp. intégrable) est une version de l’espérance conditionnelle de X sachant 4 si

(a) Y estd-mesurable et (b) pour tout B € 4, on a E[Y1p] = E[X15].

Rappelons que H = L2(2,.#,P), muni du produit scalaire (X1, X5) = E[X;X5], est un espace de
Hilbert. Pour ¢ une sous-tribu de .%, F = L2(Q, 9, P) est un s.e.v. fermé de H. Si X € L?(Q,.%,P),
on peut voir Y = E[X|¥] comme la projection orthogonale de X sur F'. Voir la section I.11. Nous
utiliserons ici Radon-Nikodym, ce qui n’est pas trés différent, puisque la preuve du théoréme de Radon-
Nikodym utilise la projection orthogonale dans 'espace de Hilbert L2(£2, .7, P).

On montre d’abord l'unicité p.s. de 'espérance conditionnelle.

Proposition 133 Soit 4 une sous-tribu de F . Soient Y et Y’ deuz v.a.r. 4-mesurables positives (ou
intégrables). Si
VBeY, E[Y].B] < E[Y/].B],

alors Y <Y’ p.s.

Preuve : poura < b, onpose Cpp ={Y' <a<b<Y¥Y} €% OnaY'lg,, <alc,, <blg,, <Ylg,,.
En prenant I'espérance, on trouve E[Y'1¢, ] < aP(C,p) < 0P(C,p) < E[Y1¢,,]. Mais par hypothese,
E[Y1c,,] <E[Y'lc,,]. Donc aP(Cyp) = bP(Cyp). Comme a < b, on conclut que P(C,p) = 0. Comme
{Y' <Y} =U,peg.ach Cap, on voit que P(Y' <Y) = 0. [ |

Corollaire 134 Si Y et Y’ sont deuz versions de l'espérance conditionnelle de X sachant ¢, alors
Y =Y’ presque sirement. On emploie donc [’abus suivant : on parle de 1’ espérance conditionnelle
de X sachant ¢4, au liew de "version de l’espérance conditionnelle”, et on note toutes les versions de
lespérance conditionnelle de X sachant 4 de la méme maniére, E[X|¥].
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Théoréme 135 (Existence de I’espérance conditionnelle) Soit 4 une sous-tribu de .F et X une v.a.r.
positive (ou intégrable). Alors E[X|¥Y] existe.

Preuve : Soit d’abord X une v.a.r. positive. Pour B € ¢, on pose v(B) = E[X15] = [ X dP. Alors
v est une mesure sur ¢, et elle est o-finie (voir le lemme 67). Donc le théoréme de Radon-Nikodym
implique Pexistence de Y : Q +— [0, 00[, ¥-mesurable, telle que pour tout B € %, v(B) = [ YdP =
E[Y1p]. On conclut donc en posant E[X|¥4] = Y : c’est une v.a.r. positive, ¥-mesurable, et on a
E[Y1p] = E[X1g] pour tout B € 4. Remarquons d’ores et déja que E[E[X|¥9]|] = E[Y] = E[X] : il
suffit de choisir B = Q.

Si maintenant X est une v.a.r. intégrable, on introduit X1 et X_, et on montre aisément que ¥ =
E[X |9]—E[X_|¥] convient. En particulier, Y est intégrable car E[Y]| < E[E[ X |4]|+E[E[X_|¥4]] =
EX:]+E[X_] =E[|X]] < cc. [ ]
Proposition 136 Soit 4, une sous-tribu de F et X,Y deuz v.a.r. positives (resp. intégrables).

(1) Si 9 ={0,Q} (tribu grossiére), alors E[X|¥9]| = E[X] p.s.

(i1) Si X est G-mesurable, E[X|¥9] = X p.s.

(i11) Pour tout a € Ry (resp. tout a € R), E[X + aY|¥9] = E[X|¥9] + aE[Y|¥Y] p.s.

(iv) Si X <Y p.s., alors E[X|9] < E[Y|¥9] p.s.

(v) [B[X |9]| < BX||9] p.s.

(vi) E[E[X|¥]] = E[X].

Preuve : (i) il suffit de verifier que E[X] est ¥-mesurable (évident) et que pour B € {0, 2}, on a bien
E[X1g] = E[E[X]1p] (évident, traiter les cas B = () puis B = Q).

(ii) il suffit de vérifier que X est ¢-mesurable (hypothése) et que pour B € ¢, on a bien E[X15] =
E[X1p] (trivial).

(iii) On pose X' = E[X|¥9] et Y/ = E[X|¥], puis Z' = X' + aY’'. C’est une v.a. positive (resp.
intégrable), ¢-mesurable, et pour B € ¢, E[Z'1p] = E[E[X|¥]|15] + «E[E[Y|¢]15], qui n’est autre
que E[X15] + «E[Y15].

(iv) Posons X' = E[X|¥4] et Y/ = E[X|¥]. Pour tout B € 4, on aE[X'1p5]| = E[X1p5] <E[Y1p] =
E[Y'1g]. Comme de plus Y, Y’ sont ¥-mesurables, la proposition 133 implique que Y < Y”.

Les points (v) et (vi) ont plus ou moins déja été vus dans la preuve du théoréme précédent. [ |

Lemme 137 Soit 4 une sous-tribu de %, soit X une v.a.r. positive (resp. intégrable). Pour toute
v.a.r. Z G-mesurable et positive (resp. bornée), on a E[ZE[X|¥Y]] = E[ZX].

Preuve : traitons e.g. le cas X, Z > 0. Par le lemme 27, on écrit Z = Zn anlp,, avec ap, > 0 et
B, € 4. Alors, en notant Y = E[X|¥],

E[ZY] = E[Zanmny} =Y a.E1p,Y] =Y a,E[1p,X] = E[ZananX} — E[ZX].
n>0 n>0 TLEO n>0
On a utilisé U'interversion série/espérance positive et la définition de l'espérance conditionnelle. |
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Proposition 138 Soit & une sous-tribu de F et X une v.a.r. positive (resp. intégrable). Alors pour
toute v.a.r. Z 4-mesurable positive (resp. bornée), E[ZX|9] = ZE[X|¥Y] p.s.

Preuve : on suppose e.g. X, Z > 0. Il faut vérifier que ZE[X|¥] est ¥-mesurable (évident) et que pour
B € ¥, E[ZE[X|¥9]15] = E[XZ1p]. Cela découle du lemme précédent appliqué & X et & Z = Z1p
(abus de notation). [ |

Lemme 139 Soit 4 une sous-tribu de F et X une v.a.r. positive (resp. intégrable) indépendante de
4. Alors E[X|9] = E[X] p.s.

Preuve : on suppose e.g. X > 0. Il faut vérifier que E[X] est ¥-mesurable (évident) et que pour
B €9, E[X1p] = E[E[X]1p] (évident). n

Proposition 140 Soient 4 C % deux sous-tribus de F et X une v.a.r. positive (resp. intégrable).
Alors E[E[X|%] |4] = E[X|4] p.s.

Preuve : On suppose e.g. X > 0. On doit montrer que Y = E[E[X|%] |4] est ¢-mesurable (évident)
et que pour B € 4, on a E[Y1p] = E[X1p|. Mais

E[Y15] = E[E[E[X|%]|4]15] = E[E[E[X|%]15(%]] = E[E[E[X15(%]|4]].

On a utilisé que 1p est 4 -mesurable (on peut donc le rentrer dans Iespérance conditionnelle sachant
4 par la proposition 138), puis que 1p est %-mesurable (on peut donc le rentrer dans I'espérance con-
ditionnelle sachant % par la proposition 138). En utilisant deux fois la proposition 136-(vi) (’espérance
de 'espérance conditionnelle est I'espérance), on conclut que E[Y1p] = E[X15]. [ |

Proposition 141 Soit ¢, i € I, une famille de sous-tribus de ¥ et 4 = o(9%;,i € I). Soit X
une v.a.r. positive (ou intégrable) et Y wune v.a.r. positive (resp. intégrable) et 4-mesurable. Alors
Y = E[X|¥] p.s. dés que pour tout sous-ensemble fini d’indices J C I, pour tous B; € 9;, j € J, on
aE[X1n _ 5] =E[Y1n_ 5]

Preuve : Supposons X positive, considérons Y comme dans 1’énoncé et posons . = {B € ¥
E[X1p] = E[Y13]}. On veut montrer que .£ = ¢. Par hypothése, on sait que & C .Z, ou & =
{Njes Bjs Bj € ¥9;, J C I fini}. Mais & est un pi-systeme (stable par intersection finie et contient ).
De plus, .Z est une classe monotone, car

e Nec ¥ CYZ,

osi A, B€ L etsi AC B,alors E[X1p 4] = E[X15]~E[X14) = E[Y15]—E[Y14] = E[Y 15,4,
donc B\ A e .Z;

esi B, € £ et B, C By41, alors en passant a la limite, par convergence monotone, dans E[X1p | =
E[Y1p,], on trouve que E[X1y, p,] = E[Y1yp,]. Autrement dit, U, B,, € .Z.

Le théoréme de la classe monotone nous dit que o(&) C £, i.e. que ¥ C Z. [ |

Proposition 142 Soient 4 et 41, deux sous-tribus de % . Soit X, une v.a.r. positive (ou intégrable).
On suppose que %» est indépendante de o(o(X),0(%)). Alors E[X|o(%1,%)] = E[X|4] p.s.

Preuve : par la proposition précédente, il suffit de vérifier que E[X|4] est 0(%1, % )-mesurable (évi-
dent) et que pour tout By € 4 et By € %, on a E[E[X |4 |15,15,] = E[X1p,15,]. Mais en utilisant
que By € ¢4 puis que By est indépendant de E[X |4 ] et de X1p,, on peut écrire

E[E[X‘gl]lBlle] = E[E[X131 |g1]132] = E[E[X131|g1“E[1Bz} = E[XlBl]E[lBQ] = E[X]‘Bl 132}'

C’est ce qu’on désirait. |
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Proposition 143 Soit 4, une sous-tribu de .F et (X,)n>0, une suite de v.a.r.
(Convergence monotone) Si X, 1 > X, >0 p.s. Vn >0, alors E[sup,, X,,|¢]| = lim,, E[X,,|¥] p.s.
(Interversion positive) Si X;, > 0 p.s. Vn >0, alors E[Y " X,|¥9] =), E[X,|¥] p.s.
(Fatou) Si X, >0 p.s. Vn >0, alors E[liminf, X,, |¥¢] < liminf, E[X,,|¥¢] p.s.
(Interversion L') Si ) E[|X,|] < oo, alors E[Y X,|9] =", E[X,|9] p.s.

(Convergence dominée) Si lim, X,, ezxiste p.s. et s’il existe Z intégrable telle que |X,| < Z p.s.
V'n >0, alors Elim,, X,|¥] = lim, E[X,,|¥9] p.s.

Preuve : Tout se déduit de la convergence monotone exactement comme dans le cas non conditionnel.
Montrons donc juste le théoréme de convergence monotone. On voit que X,, < X,41 implique que
E[X,|¥9] < E[X,+1|¥] (par la proposition 136 (iv)). On peut donc poser Y = sup,, E[X,|¥¢], qui est
une v.a.r. positive. On doit montrer que Y est ¥-mesurable (évident) et que pour tout B € ¢, on a
E[Y1p] = E[(sup,, X»)15]. En appliquant (deux fois) le théoréme de convergence monotone usuel,

E[Y1g] = lién EE[X,|9|15] = lirrln E[X,15] = E[(sup X,,)15].

L’égalité du milieu utilise la définition de I’espérance conditionnelle. |
Les preuves usuelles des inégalités s’étendent. Par exemple,

(Jensen conditionnelle) Soit X, une v.a.r. et ¢ : R — R convexe. Si X et ¢(X) sont intégrables,
alors pour toute sous-tribu ¢ de .#, on a p(E[X|¥9]) < E[p(X)|¥9] p-s.

(Hélder conditionnelle) Soit 1 < p,q < oo tels que 1/p + 1/¢ = 1. Pour toutes v.a.r. X,Y et toute
sous-tribu & de .7, on a E[|XY|9] < (E[| X [?|¢]))/?(E[|Y]1|¥4])"/ p.s.
Lemme 144 Soit X une v.a.r. intégrable et 4;, i € I une famille de sous-tribus de F . Alors la famille

{E[X|%],i € I} est U.L

Preuve : X € L', donc par le théoréme 94 de de la Vallée Poussin, il existe ¢ : R, — R, convexe
avec limy, 2% = oo telle que E[p(|X|)] < co. Par Jensen, on a E[p(|E[X|%]|)] < E[E[p(|X])|4]]] =
E[o(|X])]. Donc sup;c; E[p(|E[X]|¥4]|)] < oo et, on conclut avec de la Vallée Poussin. [ |

Proposition 145 Soit (E,&) un espace mesurable, soit V une v.a. 4 valeurs dans E et soit X une
v.a.r. positive (resp. intégrable). On note alors E[X|V] = E[X|o(V)].
(a) Il existe h : E — R, &-mesurable, telle que E[X|V] = h(V).

(b) Si h: E — R est &-mesurable, alors, E[X|V] = h(V) p.s. ssi pour toute fonction ¢ : E — R,
&-mesurable positive (resp. bornée), on a E[Xp(V)] = E[R(V)p(V)].

Preuve : le point (a) découle du théoréme 97. Le second point découle du lemme 137 et du fait
que les v.a. Z qui sont o(V)-mesurables positives (resp. bornées) sont exactement les v.a. ¢(V'), avec
¢ : E — R, &-mesurables et positive (resp. bornée). [ |

Lemme 146 Soient X1, Xo deux v.a. indépendantes a valeurs dans Ey et Eo, munis de tribus &1 et
&. Alors pour toute fonction ® : E1 X Ey — R, & ® &-mesurable et positive (ou bornée), on a

E[®(X1, X9)|X1] = ¥(X1), o4 V:E;— R est définie par ¥(x;) = E[®(x1,X2)] Va1 € Ey.
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Preuve : Il faut vérifier que pour tout ¢ : Ey — Ry, on a E[®(X, X2)p(X1)] = E[V(X1)p(X1)].
Mais on sait (voir proposition 103-(iv)) que p(x, x,) = fx; ® px,. On a donc, par Fubini positif,

B Xo)o(X)] = [ ([ Snmlplein (den)i o) = [ e dn),

By

puisque ¥(z1) = [, ® o (1, x2)px,(dxre) par définition. Pour conclure, il n’y a plus qu’a remarquer que
Ji, ¥(@)e(z1)px, (dor) = E[W(X1)o(X1)]. u

Quelques exemples. On pose V = max(U;, Us) avec Uy, Uy indépendantes et de loi % ([0, 1]).

A. Calculons E[U;|V]. On cherche donc h : [0,1] — Ry telle que pour toute ¢ : [0,1] — R
mesurable, on ait E[h(V)e(V)] = E[U1p(V)]. On aura alors E[U;|V] = h(V) p.s

Déja, BIR(V)(V)] = E[(U)9(U1) 1w, 2053] + ELU2)0(U2) L, <vyy] = fy 2h(w)up(u)du.

D’autre part, E[Ulgp(V)} [U1<P(U1)1{U12U2}] +E[U1¢(U2)14y,>0,1], ce qui donne E[Urp(V)] =
) w?o(u)du + [ % p(u)du = [ Sup(u)du.

11 faut donc 2h(u )u = 342, i.e. h(u) = 3u. Ainsi, E[U1|V] = 2V pas.

B. On fixe maintenant f : [0, 1] — R mesurable et souhaite calculer E[f(U;)|V]. On cherche donc
h : Ry — Ry telle que pour toute ¢ : [0,1] — R4 mesurable, on ait E[h(V)e(V)] = E[f(U1)e(V)].
On aura alors E[f(U1)|V] = h(V) p

Comme précédemment (A), on a E[h(V)p(V)] = f 2h(u)up(u)du.

D’autre Part E[f(U1) (V)] E[f(U)eU)1u,>0,3] + Elf (U1)e(U2)1(y,>0,3]; ce qui donne
E[f(Ur)y fo uf(u du+fo fo f(z)dx)p(u)du.

11 faut donc que 2h(u )u =uf(u)+ fo f(z)dz, ie. h(u) = S f(u) + & Jo f(x)da.

Ainsi, E[f(U1)|V] = gf( + 2V fo ) d.

Ceci étant vrai pour toute fonction f mesurable positive, on conclut que la loi conditionnelle de Uy
sachant V est %5V(dx) + %1[07‘/1 (x)dz, ce qui peut se comprendre ainsi, avec un abus de langage :
sachant V , avec probabilité %, on a Uy =V, et avec probabilité %, Uy suit la loi uniforme sur [0, V].

C. On fixe encore f : [0,1] — Ry mesurable et souhaite calculer E[f(V)|U;]. On cherche donc
h : Ry — R, telle que pour toute ¢ : [0,1] — Ry mesurable, on ait E[h(U1)p(U)] = E[f(V)e(U1)].
On aura alors E[f(V)|U1] = h(U;) p.s.

Déja, BIA(U)p(U1)] = [y h(u)p(u)du.

Drautre part, BIf(V)o(U1)] = BIUD$U) Ly s0my) + B U)eU1) Lysry)s ce aui donne
E[f(V)p(Uy)] = fol wf(u)p(u) du—l—fol flf (x)dz)p(u)du.

Il faut donc que h(u) = uf(u) + f f(z

Ainsi, E[f(V)|U1] = Uy f(Uy) +fU r)dx.

Ceci étant vrai pour toute fonction f mesurable positive, on conclut que la loi conditionnelle de V'
sachant Uy est Urdy, (dz)+ 1y, 1y (z)dx, ce qui peut se comprendre ainsi : sachant Uy, avec probabilité
Ui, on a V =Uy, et avec probabilité (1 —Uy), V suit la loi uniforme sur [Uy, 1].
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Chapitre IV

Martingales

IV.1 Définitions et propriétés

Définition 147 Soit Z#,, n > 0, une suite de sous-tribus de .. On dit que (Fp)n>0 est une filtration
st Fp C Fps1 pour tout n > 0. On utilise la notation F o = o(Fp,n > 0).

Définition 148 Soit (#,)n>0 une filtration. Une suite de v.a. (Xp)n>0 est dite
o (Fn)n>0-adaptée si pour tout n > 0, X,, est F,-mesurable.
o (Fp)n>0-prévisible si pour tout n > 1, X,, est F,_1-mesurable et si Xy est Fo-mesurable.

Définition 149 Soit (%,)n>0 une filtration et (X,)n>0 une suite (Fp)n>0-adaptée de v.a.r. inté-
grables. La suite (Xy,)n>0 est une

o (Fn)n>0-martingale siV n >0, B[ X,11]|.%,] = Xy ;

o (Fn)n>0-sous-martingale si ¥ n >0, B[ X, 11| %] > X, ;

o (Fn)n>0-sur-martingale si ¥ n > 0, BE[X,11].%,] < X,.

Remarque 150 Soit (X,,)n>0, une (Fy)n>0-martingale (resp. sur/sous-martingale). Alors pour tout
m,n € N, E[Xp1m|Fn] = Xn, (resp. < Xpn, > X,). De plus la suite n — E[X,,] est constante (resp.
décroissante, resp. croissante).

En utilisant Jensen conditionnel, on voit facilement que, sous réserve d’intégrabilité, si (X, ),>0 est
une martingale et si ¢ : R — R est convexe, alors (¢(X;))n>0 est une sous-martingale. Si ¢ : R — R
est concave, (¢(Xp))n>0 est une sur-martingale. Si maintenant (X,),>0 est une sous-martingale et si
¢ : R— R est convexe et croissante, alors (¢(Xp,))n>0 est une sous-martingale, etc.

Proposition 151 (Décomposition de Doob) Soit (X,)n>0 une suite de v.a.r. (Fy,)n>0-adaptées ité-
grables. Il existe une unique paire de suites (Mp)n>0, (Vn)n>o0, telle que

(i) Xpn = Xo+ M, +V,, n>0.
(11) (My)n>0 est une (Fp)n>0-martingale.

(11) (Vi)n>0 est (Fp)n>0-prévisible et Vo = 0.

Preuve : Unicité. Considérons une paire (My,)n>0, (Vi)n>0 satisfaisant les trois points. Par (i), on a
Xn+1 — X = Mpy1 — My, 4+ Vi1 — V. En prenant 'espérance conditionnelle sachant .%,,, on trouve
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E[X,+1—Xn| %0 = Vip1—V,. Comme V) = 0, on conclut que forcément, V,, = Zz;é E[ X1 —Xk| Fr].
Puis forcément, M,, = X,, — X9 — V.

Existence. On pose Vy =0, V,, = ZZ;& E[ X1 — Xk| %] (pour n > 1), puis M,, = X,, — Xo -V,
(pour n > 0). Les points (i) et (iii) sont évidemment vérifiés. Pour (ii), on remarque que M, +; — M, =
(Xn+1 - Xn) - (Vn+1 - Vn) = (Xn-i-l - Xn) - E[Xn-i-l - XTLIQNL d’ou E[Mn+1 - Mn|yn] =0. u

IV.2 Convergence des martingales

Les martingales (resp. sur-martingales, sous-martingales) sont en quelque sorte des versions aléa-
toires des suites constantes (resp. décroissantes, croissantes). C’est pourquoi elles jouissent de bonnes
propriétés de convergence quand n — oo qui leur conférent un role central en théorie des processus.

Inégalités de Doob. Commencons par montrer deux inégalités de Doob. La seconde est fort utile.

Lemme 152 (Inégalité maximale) Soit (X,)n>0 une (Fy,)n>0-sous-martingale constituée de variables
positives et L'. Alors pour tout a > 0, tout n € N,

aP( sup Xy, > (1) < E[an{SUPogmgn Xm >a}] :

0<m<n
(Inégalité de Doob) Soit (X,,)n>0 une (Fp)n>0-martingale et p €]1, 00l.
Si supE[|X,[P] < oo, alors E[sup|X,[’] < (Ll)p supE[ | X,[P].
neN neN p= neN
Preuve : on fixe n € N et a > 0, et on introduit T, = inf{n > 0: X,, > a} (avec inf ) = co). Pour
m <mn,ona (comme {T, =m} ={Xg<a,..., X1 <a,X,, >a} €Fp)
al{Ta:m} < Xml{Ta:m} < E[Xn’ym]l{Ta:m} = E[an{Tazm}|gm]'

Donc aP (T, = m) < E[X,1{1,—] puis, en sommant sur m < n, aP(T, < n) < E[X,117,<n)].
L’inégalité maximale est prouvée, puisque {Supg<,,<, Xm > a} = {T, < n}.
Comme = — |z| est convexe, (|Xy,|)n>0 est une sous-martingale, et on peut appliquer I'inégalité
maximale : en posant S, = SUPg<,,<p | Xm|, on trouve aP (S, > a) < E[|X,[1(g,>q}], puis
[o.¢] o0
/ aP(S, > a)paP2da §/ E[|Xn|1{5n>a}]pap_2da.
0 0
Mais par Fubini positif,
o [0 aP(S, > a)paP~*da = E[[;" paP~1da] = E[S}],
— Sn _ _
o [ BIX L5, 0720 = B, | [ par—2da] = 2yE{IX, |55
Donc

E[SE) < = E[|X, |85 ") < L= E[|X PP E]S, )
p—= p—=

par Holder, d’oil
p p
B[S < (—2) BIX1 < (2) sup Bl X7,
p—1 1/ k>0

Il n’y a plus qu’a faire tendre n — oo a l’aide de la convergence monotone. |
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Convergence p.s. Les deux résultats principaux de convergence sont les suivants.

Théoréme 153 (i) Toute sur-martingale positive (Xp)n>0 converge p.s.

(i3) Toute sous-martingale (Xp)n>0 bornée dans L' (i.e. sup, E[|X,|] < 0o) converge p.s. vers une
v.a.r. intégrable X, quand n — oo.

Remarque 154 (a) Si (X;,)n>0 est une suite (Fp)n>0-adaptée de v.a.r. positives telle que ¥ n > 0,
E[X,11]|%,] < Xn, alors X, converge p.s. (En effet, la preuve du point (i) n'utilise pas l'intégrabilité
des Xp,).

(b) Dans (ii), on peut remplacer sous-martingale par sur-martingale (appliquer le résultat ¢ —X ).

En fait, tous les résultats de convergence de martingales ne sont que des raffinements du lemme
fondammental suivant.

Lemme 155 Soit (M,)n>0 une (Fn)n>0-martingale bornée dans L? (i.e. sup,, E[M2] < oo). Alors
M, converge p.s. et dans L2.

Preuve : On définit AM, = My — My_1 pour k > 1. On remarque que pour n > k > 1,
E[AMAM,] = E[E[AMAM,|.Z,1]] = E[AME[AM,|%,_1]] =0,

car AMy, est F C F,_1-mesurable et car E[AM,,|.%,,_1] = 0. On en déduit que

Vntm>n>0, E[(Mpym— [(%Ak) } - niinE[(AMk)Q]. (%)
n+1 n+1

En particulier sup,, E[M?2] < co implique sup,, E[(M,, — My)?] < oo et donc D k>l E[(AM})?] < co.

On a supy o, BIM; — M, ] = supy o, 3 BIAM,)?) € T35, B(AM)?] — 0 quand n — oo :
la suite (M, )n>0 est de Cauchy dans L” et donc converge dans L2

On introduit maintenant A, = sup; ;>,, |M; — M;|. On va montrer que lim, A, = 0 p.s., ce qui
impliquera que p.s., la suite (M,),>0 est une suite de Cauchy (et donc convergente) dans R, ce qui
achévera la preuve. Comme A,, est p.s. décroissante, sa limite existe p.s., et il suffit de montrer que
lim,, E[A2] = 0. On introduit B,, = sup;~,, |M; — M| et on remarque que A, < 2B, (car |M; — M;| <
|M; — M| + |M; — M,|). Tl suffit donc de montrer que lim, E[B2] = 0.

En utilisant I'inégalité de Doob avec p = 2 (pour la martingale (M,+; — M, )i>0), on voit que

E(B2] < 4supE[(M; — M,)?| =4 > E[(AM;)?
>n k>n+1

(est le reste d’une série convergente. Ainsi, on a bien lim,, E[B2] = 0. [ |

Preuve du point (i) du théoréme 153 : Soit donc X, une sur-martingale positive. On pose
Y,, = e~ *n. Comme () = e~ est convexe décroissante, on voit par Jensen que

E[Y,11|70] = Blo(Xn1)|[Fn] > (B[ Xn11|Fn]) > o(Xn) = Ya.

Donc Y,, est une sous-martingale. Ecrivons sa décomposition de Doob Y, = Yy + M,, + V,,, ot M est
une martingale et ot V' est prévisible.
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Déja, V est p.s. croissant : V41 — Vi, = E[V41 — Vo | %] = E[Yot1 — Y| %] — E[My 1 — M, | %] =
E[Y,+1 — Y,|-%#,] > 0 p.s. Donc Vo = lim, V,, € [0, 0] existe p.s.

Montrons maintenant que sup,, E[M?2] < co. Comme dans la preuve précédente (voir () et utiliser
que My = 0), on a E[M2] = "7 E[(AM},)?] ot, pour (X,,)n>0 un processus, on note AXy, = Xy, — X1
pour k > 1. On écrit V,2 = Y& + ZZ:l(YkQ — Yk2—1) puis, comme Y = Y, _1 + AM; + AV,

Y2=YE+ D (AM)? + ) (AVi)2+2) Vit AMp +2) Vi 1AV +2> AMAV;.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

On observe ensuite que Y@+ Y 71 (AVE)2 > 0et 237 Y4—1AV, >0 (car Y > 0 et V est croissant) :

n

n
D (AM)? +2) (Vi1 + AVR)AM, <Y < 1.
k=1 k=1
De plus, on a E[(Yy—1 + AVi)AMy] = E[Yy_1E[AMy|.Zk_1]] = 0 car Yi_1 + AV} est F;_1-mesurable
et car M est une martingale. Enfin, on conclut que > j_; E[(AM)?] < 1 et donc que E[M?] =
ST E[(AM)?] < 1.
On déduit donc du lemme 155 que My, = lim,, M, existe p.s. Ainsi, Yoo = lim,, Y,, = Yo+ My + Vs
p.s. De plus, Yoo € [0,1] p.s., puisque Y,, est & valeurs dans [0,1]. On en déduit que lim, X,, = X

p.s., oit Xoo = —InYo, € [0,00] (avec —In0 = o0), et il ne reste plus qu’a voir que X, < oo p.s. Mais
on voit facilement par récurrence que E[X,,|.%p] < X puis, par Fatou, que E[X|-Zy] < Xy < o0 p.s.,
ce qui implique le résultat. |

Preuve du point (ii) du théoréme 153 : Soit donc X,, une sous-martingale bornée dans L!. Posons
K = sup,, E[| X, |]- Montrons qu'il existe deux sur-martingales positives Y,,, Z, telles que X,, = Y,,—Z,,.
Cela impliquera, par le point (i), que X = lim X, existe p.s. (et on aura E[|X|] < K par Fatou).

Le processus (X,)+ est une sous-martingale, car x ~ x; est convexe croissante. Ecrivons sa
décomposition de Doob (X,,)4+ = (Xo)+ + My, + V;,. On vérifie comme sans la preuve du (ii) que V est
croissant p.s. (et donc positif puisque Vy = 0). De plus E[V,)] = E[(X,)+] —E[(Xo0)+] < E[(Xn)+] < K.
Donc Vy = lim, V,, existe p.s. et de plus, E[V] < K par convergence monotone.

Posons Y, = (Xo)+ + M, + E[Vx|#,]. C'est bien sir une martingale, et elle est positive car
Y, > (Xo)+ + M, +V, = (X5)+ >0 (comme V est p.s. croissant, E[Vy|.%,] > E[V,,|.%,] = V,).

Enfin, Z, = Y, — X,, est une sur-martingale (car c’est la différence d’une martingale et d’une
sous-martingale) et on a Z,, > (X,)+ — X, = (X,,)— > 0. [

Convergence dans L'.

Théoréme 156 Soit (X,,)n>0 une (Fpn)n>0-martingale. Les points suivants sont équivalents.
(i) X, converge dans L*.

(i1) sup, E[| X, |] < 0o et X,, = E[X|-Fn] pour tout n > 0 (o0 X = lim, X,, p.s. existe par le
théoréme 153).

(i1i) Il existe X intégrable telle que X,, = E[X|.%,] pour tout n > 0.
(iv) La famille {X,,n > 0} est U.L
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Preuve : Montrons que (i) implique (ii) : si X,, converge dans L! vers X, alors sup,, E[|X,|] < oo,
donc le théoréme 153 nous dit que X,, converge p.s., nécessairement vers X,,. Pour montrer que
Xy, = E[Xoo|Zy], on écrit X,, = E[X,,1,n]%,] et on fait tendre m — oo de la fagon suivante :

E“Xn - E[XOOLQH]” = EHE[XnMn - XOO‘yn]H < E[|Xn+m - XOOH — 0.

(ii) implique trivialement (iii) car X, = lim,, X,, p.s. est intégrable par Fatou car sup,, E[| X,|] < cc.
(iii) implique (iv) par le lemme.

Enfin, (iv) implique (i), car {X,,n > 0} U.L implique que sup,, E[|X,|] < oo, donc le théoréme
153 nous dit que X,, converge p.s., et donc aussi dans L' puisque {X,,n > 0} U.L (par le théoréme
95 de convergence dominée optimal). |

Convergence dans L”.

Théoréme 157 Soit (X,,)n>0 une (Fp)n>o-martingale. Si sup, E[|X,[P] < oo pour un p €]1, 0],
alors il existe Xoo € LP t.q. Xoo = limy, X, p.s. et dans LP. De plus, X,, = E[X|%,] pour tout n > 0.

Preuve : Comme sup,, E[|X,,|P] < oo avec p > 1, la famille {X,,,n > 0} est U.L et le théoréme 156
implique que X, = lim,, X, p.s. et dans L! avec de plus X,, = E[X|.%,] pour tout n. Il ne nous reste
qu’a montrer que X,, — X dans LP. On utilise la convergence dominée : bien sir, | X,, — Xoo|? — 0 p.s.
D’autre part, sup,>q | Xn — Xoo|? < 2P(sup,,>0 | Xn|? + [ Xoo|P) < 2Tt sup,,~o | Xn|P, qui est intégrable
par D'inégalité de Doob (et car on a supposé que sup,, E[|X,[] < co0). - [ ]

IV.3 Temps d’arrét
Définition 158 Soit (%y)n>0 une filtration. Une v.a. T & valeurs dans NU{oo} est un (Fy,)n>0-temps
d’arrét si¥n € N, {T =n} € #,. On pose alors 7 ={A € Foo : AN{T =n} € %,, VneN}.

Voici quelques propriétés des temps d’arrét dont les preuves sont élémentaires.

Proposition 159 Soit (%,)n>0 une filtration.

(1) Une v.a. T a valeurs dans NU {oo} est un (Fp)n>o-temps d’arrét ssi {T < n} € F,, pour tout
n €N ssi {T > n} € %, pour tout n € N.

1) Si T est un (Fp)n>o-temps d’arrét, alors Fp est une sous-tribu de Fo.
> P

(i1i) Si S, T sont deur (Fp)n>0-temps d’arrét, alors S+ T, SAT, SV T sont des (Fp)n>0-temps
d’arrét. De plus, Fsar = Fg N .

(iv) Si S, T sont deux (Fp)n>0-temps d’arrét avec S < T p.s., alors Fs C Fr.
Remarque 160 Toute v.a. déterministe T = ng € N est un temps d’arrét, et on o Fr = Fp,. Si

(Xn)n>o est une suite (Fp)n>0-adaptée de v.a.r., alors pour tout B € B(R), Tp =inf{n >0 : X,, €
B} est un (Fp)n>0-temps d’arrét (avec la convention inf () = co).

Proposition 161 Soit (X,,)n>0 une (Zp)n>0-martingale (resp. sur-martingale, resp. sous-martingale)
et T un (Fpn)n>0-temps d’arrét. Alors (Xpar)n>0 est une (Fp)n>0-martingale (resp. sur-martingale,
sous-martingale).
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Preuve : Dé¢ja, pour chaque n > 0, |X,ar| < Yo |Xk| est intégrable. Ensuite, pour chaque n >
0, Xpnr = Dop—o Xalqr=r) + Xnl{rsn} est F,-mesurable. Enfin, pour n > 0, on a X, y1)ar =
Xont1lyrsny + Do Xilgr=g). Du coup, comme {T" > n} € %,, et comme ) ;o Xplip_yy est

F,-mesurable,

E[X(miyar|Fnl = E[Xn1| Fn]lirsn + Z Xilyr—py
k=0

Donc si par exemple on a affaire & un martingale, on trouve

n
E[X(yar|Fnl = Xnlipsny + Z Xilir=g} = XnaT.
k=0

IV.4 Problémes d’arrét.

On se donne (X, )p>0 une (%, )p>o-martingale et 7' un (%,)n,>o-temps d’arrét. A-t-on E[X7] =
E[X(] 7 Si tout va bien, oui, car X7, est une martingale, donc E[X7x,] = E[X], et il suffit de faire
tendre n — oo. Mais ce n’est pas automatique.

Si par exemple X,, = & + -+ + &, est une marche aléatoire simple symétrique (les &; sont i.i.d.
et P(& =1) = P& = —1) = 1/2), (Xp)n>0 une (F,)n>0-martingale avec %, = o(&1,...,&,), et
T = inf{n > 0 : X, = 1} est un (%,)p>0-temps d’arrét fini p.s. Donc X7, = 1 et du coup,
E[X7]=1+#0=E[Xo]

Proposition 162 Soit (X,)n>0 une (F,)n>0-martingale et soit T, un (Fp)n>0-temps d’arrét. On
suppose que T' < 0o p.s. et qu’il existe une v.a.r. Z intégrable t.q. Yn € N, | Xyar| < Z. Alors Xp est
une variable intégrable et E[Xo] = E[X7].

Preuve : Comme Xp,, est une martingale, E[X7n,] = E[X(]. De plus, comme 7" < oo p.s., on a
lim, X7r, = X7. Il n’y a plus qu’a utiliser le théoréme de convergence dominée. |

Application a la ruine du joueur. Soit (&,)n>1 i.1.d. avec P(§, = 1) =pet P(&§, = —1) = ¢,
ou p €]0,1[ et ¢ =1 —p. On pose Xo = 0, Fy = {0,Q}, et pour tout n > 1, X,, =& + ...+ &, et
Fn=0&n,y ..., &n). Pour tout ¢ € Z, on pose T, = inf{n € N: S,, = ¢}, avec la convention inf () = co.
C’est un (%, )n>0 temps d’arrét. On fixe a,b € N* et on pose T, = T AT}, on admet qu’il est p.s.

fini. On a alors

1—(q/p)° :
@) *—@pp P k!

P(ST,a’b = —CL) =

{%b sip=q=1/2.
Cas p=q=1/2: (Sy)n>0 est une (F,),>o-martingale et [Syar_, ,| < max(a,b). La proposition 162
s’applique, donc E[ST__ | = E[So] = 0. Mais E[ST_, ,] = —aP(Sr_,, = —a) +bP(ST_,, = b). Comme
P(Sr_,,=b)=1-P(Sr_,, = —a), on conclut que 0 = —(a +b)P(S7_, , = —a) +b. [ ]

Cas p # q : soit = ¢/p. En utilisant que pr+gr~! = 1, il n’est pas trop dur de montrer que E[x&} =1

puis que X,, = 2" est une .%,-martingale. Clairement XnaT_,, est bornée (par max_,<x<p z¥). La
proposition 162 s’applique, donc E[Xr__,| = E[Xo] = 1. Mais E[X7__,] = 27*P(Sr_,, = —a) +
2*P(Sr_,, =b). Donc 1 = (z7% — 2")P(Sr_, , = —a) + a’. [
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Théoréme 163 (Théoréme d’arrét de Doob) Soit (X,,)n>0 une (F,)n>0-martingale U.I. On note X
sa limite presque sire, qui est aussi sa limite dans L. Soient aussi S,T, deur (F,)n>0-temps d’arrét
(@ valeurs dans NU {oo}). On définit X7 = o Xnlir—pn) + Xeolyr—oo} €t Xg similairement.

(i) X1 est Fr-mesurable, intégrable, Xr = E[X | Z7] (et par conséquent E[X 1] = E[X] puisque
Xo = E[X | F0]).

(i1) (Xnar)n>0 est une (Fp)n>0-martingale U.I. qui converge p.s. et dans L' vers Xr.
(i) E[XT|Fs| = Xsar.

Preuve : Montrons (i). Pour montrer que Xr est .#p-mesurable, considérons A € Z(R) et montrons
que { X7 € A} € Zp, ie. que pour tout n € N, {T'=n} N{Xpr € A} € Z#,, ce qui est clair puisque
{T =n}n{Xre A} ={T =n}N{X, € A}. Rappelons ensuite que X, est intégrable et montrons
que E[X|%7r] = X7p, ce qui impliquera que X7 est aussi intégrable. On doit montrer que X7 est
Frp-mesurable (déja fait) et que pour tout B € Zp, on a E[X7p1p] = E[X15]. Pour cela, on écrit

E[X11p]| = ZE[anBl{T:n}] + E[Xoo1p1lir—)]
n>0

par définition de X7. Comme BN{T = n} € %, et comme X,, = E[X|F,], on a E[X;1p11_y]| =
E[Xoo]-B]-{T:n}]~ Ainsi,

E[X71p] = ZE[XOO]-Bl{T:n}] + E[Xoo1plir—o0}] = E[Xo015].
n>0

Montrons (ii). On sait déja que (Xya7)n>0 est une (%, )p>o-martingale. Comme n A T est un
(Fn)n>o-temps d’arrét, le (i) implique que X7pan = E[Xoo|Zran]. Done (Xoan)n>o est UL par le
lemme 144, et la martingale X7, converge p.s. et dans L' quand n — oo. Sa limite p.s. (et donc aussi
L') est bien sir X7 (sur I'événement {7 < oo} c’est évident et sur I'événement {7 = oo} aussi).

Pour (iii), il suffit d’appliquer (i) avec la martingale U.L. (X,a7)n>0 (dont la limite est X7) et le
temps d’arrét S, ce qui donne Xgar = E[X7p| Zg]. [ |

Il existe d’autres théorémes d’arrét. Une CNS pour avoir E[X7] = E[X(] est que la martingale
(XnaT)n>0 soit U.L. Cette condition n’est pas trés explicite. En gros, il faut que la martingale soit
sympathique, comme dans le théoréme d’arrét de Doob, ou que le temps d’arrét soit suffisamment
intégrable, ou un peu des deux. Par exemple, on a

Remarque 164 Pour toute (Fy,)n>0-martingale (Xy,)n>0 et tout (Fp)n>o0-temps d’arrét borné, on a
E[X7| = E[X)).

Preuve : Si T est borné par ng, il suffit d’appliquer la proposition 162 avec Z = > (°|X;| € L'. ®
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