Université Pierre et Marie Curie 2004-2005

Master de Mathématiques

Spécialité: Probabilités et Applications

Processus de Markov, application
a la dynamique des populations

Jean Jacod



Chapitre 1

Chaines de Markov

1.1 Introduction

L’idée des chaines de Markov est tres simple: il s’agit d’une suite (X, ),cn de variables
aléatoires a valeurs dans un espace mesurable (E, £), définies sur un espace de probabilité
(Q,F, IP), et telle que pour tout n on ait la propriété suivante:

Conditionnellement & la valeur de X, les variables (Xo, ..., X,_1) ( )
1.1.1
d’une part, (X, 11, Xpt2,...) d’autre part, sont indépendantes.

Ce modele permet de rendre compte d’un trés grand nombre de situations concretes.

Mathématiquement, la propriété précédente s’exprime ainsi: soit F,, = o(Xo,..., Xy)
(o(.) désigne la tribu “engendrée par...”). On doit alors avoir pour tout n > 0:

E((Xoi1, Xnvz, - )| Fn) = B(g(Xns1, Xnsa, . )|o(X,)) (11.2)

pour toute fonction g mesurable bornéee (ou positive) sur E*. Ci-dessus, FE(- |Fy)
désigne l'espérance conditionnelle, et il faut évidemment définir la mesurabilité d’une
fonction définie sur E*°. On verra que cela se ramene a la propriété apparemment plus
faible suivante: pour tout n > 0 on a

E(f(Xnt1)|Fn) = E(f(Xn+1)|o (X)) (1.1.3)

pour toute fonction f mesurable bornée (ou positive) sur E. Ainsi, en itérant (1.1.3), on
voit que la construction d’une chaine de Markov se fait en deux étapes:

e on se donne la loi de la “variable initiale” Xj,

e pour chaque n > 0 on se donne un mécanisme décrivant X, 41, ou plutot sa loi, en
fonction de X,,.

On voit donc que I'étude mathématique des chaines de Markov nécessite un certain
nombre de préliminaires que nous introduisons dans le paragraphe suivant.
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1.2 Préliminaires

1.2.1 Espérances conditionnelles et classes monotones

Soit (2, F, IP) un espace probabilisé, et G une sous—tribu de F. Rappelons d’abord la

Définition 1.2.1. On appelle espérance conditionnelle de la variable aléatoire réelle
Z (supposée positive, resp. intégrable) si G (ou, “par rapport a G”), et on note IF(Z|G),
toute variable aléatoire U telle que:

1. U est G—mesurable.

2. E(ZV) = IE(UV) pour toute variable aléatoire V' positive (resp. bornée) et G—
mesurable.

L’espérance conditionnelle existe et est positive (resp. intégrable) si Z est positive
(resp. intégrable). Elle est “unique & un ensemble de mesure nulle pres”: si U est une
version de l'espérance conditionelle, la variable G-mesurable U’ en est une autre si et
seulement si U = U’ IP-p.s.

Il y a essentiellement deux fagons d’introduire ’espérance conditionnelle:

1. Le théoreme de Radon-Nikodym: si Z est une variable aléatoire réelle positive, on
définit la mesure (positive) u(A) = IE(Z14). La restriction g de la mesure p a la sous-
tribu G est absolument continue par rapport a JPg et I'espérance conditionnelle est définie
comme la densité de pig par rapport a ]Pg. Pour Z de signe quelconque, on procede par
différence.

2. Le théoreme de projection dans les espaces de Hilbert: si F = L?(Q, F,IP) et G =
L?(2, G, IP) alors I'espérance conditionnelle de Z € F est définie comme sa projection or-
thogonale sur G. Cette définition est ensuite étendue aux variables positives ou intégrables.

Un résultat tres utile pour la caractérisation des espérances conditionnelles est fourni
par le théoreme des classes monotones:

Théoréeme 1.2.2. Soit H un espace vectoriel de fonctions réelles bornées définies sur
Q et C un ensemble de parties de 2 stable par intersection finie. On suppose que

(i) 1 €H,

(ii) si fn € H et si0< f, T f et [ est bornée, alors f € H.
(iii) pour tout A€ C, 14 € H.

Alors H contient toutes les fonctions o(C)-mesurables bornées.

A titre d’application, on en déduit facilement le résultat suivant: soit X une variable
définie sur (Q, F, IP) et a valeurs dans un espace mesurable (E,£). On suppose que la
sous—tribu G est engendrée par une famille dénombrable (Y},) de variables a valeurs dans un
espace mesurable (Y, )) et soit f une fonction réelle E-mesurable, positive (resp. bornée).

Pour tester qu'une variable U, G—mesurable positive (resp. bornée) est bien une version
de l'espérance conditionnelle de f(X) si G il suffit de vérifier que:

E(f(X) [] £:(%) = BU ] fu(¥)) (1.2.1)
k=1 k=1
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pour tout n > 1 et tout systeme fi, fa,... f,, de fonctions J—mesurables, positives (resp.
bornées).

1.2.2 Espérances conditionnelles et lois conditionnelles

Soit X une variable définie sur (2, F, IP), a valeurs dans un espace mesurable (E, &),
et G une sous—tribu de F. On définit la “loi conditionnelle de X si G” par la formule:

Px(BIG) = E(150X|g), Bec&.

Bien stir, pour B fixé cette formule ne définit IPx(B) que comme une classe d’équivalence
de variables aléatoires, donc le théoréeme de convergence monotone ne fournit qu’une o—
additivité IP—presque sure. Il est important de savoir s’il est possible de trouver pour
chaque B € £ une version de cette classe d’équivalence, telle que pour chaque w la fonction
B — IPx(B|G)(w) soit une “vraie” probabilité sur (E,€).

De maniere plus précise introduisons la notion suivante, qui sera fondamentale pour
les chaines de Markov:

Définition 1.2.3. Si (E,E) et (F, F) sont deux espaces mesurables, on appelle mesure
de transition de (E, ) dans (F, F) toute famille Q = (Q(x, B) : € E, B € F) de nombres
dans [0, oo], qui vérifie:

1. z — Q(x, A) est E-mesurable pour tout A € F;
2. A~ Q(z,A) est une mesure sur (F,F), pour tout z € E.

Si de plus Q(z, F) = 1 pour tout z, on dit que @ est une probabilité de transition. On
écrit aussi @ ainsi: Q(z,dy).

On peut montrer (c’est le théoreme de Jirina) que, des que la tribu & est séparable (=
engendrée par une algebre dénombrable, comme le sont les tribus boréliennes de IR ou de
IR™), il existe une probabilité de transition @ de (2,G) dans (E, &), telle que pour tout
B € &, la variable aléatoire w — Q(w, B) soit une version de ’espérance conditionnelle
IPx (B|G)(w). On écrit souvent IPy,g au lieu de @, et on a donc pour toute fonction
E—mesurable f, positive ou bornée:

B((X)10) = [ f@) Pygl.do) (1.22)

(cette égalité est vraie si f = 1p pour B € £ par définition méme; par linéarité elle
est vraie si f est mesurable étagée positive; par limite monotone elle est vraie si f est
mesurable positive; par différence elle est vraie si f est mesurable bornée).

La probabilité de transition ]PX/Q s’appelle une version réguliere de la loi condition-
nelle. 11 est important de noter qu’elle n’est pas définie de maniere unique: si par exemple

A est un ensemble G—mesurable négligeable, si on pose P;( /G (w,dz) = IPy /g(w, dx) pour
wé¢ Aet ZP;(/g(w, dx) = pu(dzr) pour w € A (ou p est une probabilité arbitraire sur E), on

obtient une autre version réguliere de la loi conditionnelle.
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1.2.3 Opérations sur les mesures de transition

Dans (1.2.2) on a vu apparaitre de maniére détournée une premiére opération sur les
mesures de transition. Plus généralement, si Q(x,dy) est une mesure de transition de

(E, &) dans (F,F), on pose

(N@zAQ@@ﬁ@, VreE (12.3)

pour toute fonction F-mesurable f sur F' telle que cette formule ait un sens pour tout
x € F (par exemple si f > 0, ousi f est bornée quand @ est une probabilité de transition).
Noter que la fonction @ f est E-mesurable: c’est évident si f = 1p, par linéarité c’est vrai si
f est positive mesurable étagée, par limite monotone c’est vrai si f est mesurable positive,
et par différence c’est vraie si f est mesurable et si I'intégrale (1.2.3) existe pour tout x.

On a une opération “duale”: si u est une mesure sur (E,E), on pose
hQ(B) = [ p@nQ(eB), B, (1.2
E

ce qui définit (d’apres la linéarité de 'intégrale et le théoreme de limite monotone) une
nouvelle mesure u@ sur (F,F). Si ¢, désigne la masse de Dirac en z, on a €,Q = Q(z, -).

Plus généralement, si ) est comme ci—dessus et si R est une mesure de transition de
(F,F) dans un autre espace (G, G), on pose

(QR)(z,C) = /FQ(x,dy)R(y, C),  VzeBN¥CcG. (1.2.5)

Noter que (QR)(z,C) = Qf(z) si f(y) = R(y,C), tandis que (QR)(z,C) = pR(C) si
wu(+) = Q(x,): par suite QR est une mesure de transition de (E, &) dans (G, G).

Par itération, si (E;,&;) est une suite d’espaces mesurables, si @); est une mesure de
transition de (E;—1,&;—1) dans (E;, &;), si po est une mesure sur (Ey, &), et si f; est une
fonction mesurable sur (E;, &;), on a ainsi:

e Q1Q2...Q;: une mesure de transition de (Ey, &p) dans (E;, &;);

o@1Q2 . .. Q;: une mesure sur (E;, E;);

Q1Q2 ... Q;fi: une fonction mesurable sur (Fy, Ep);

1oQ1Qz2 . . . Q; fi: un nombre !

Si on suppose de plus que po est une probabilité et que les @Q; sont des probabilités
de transition, notre objectif maintenant est de leur associer une probabilité sur ’espace
produit [] E;.

1.2.4 Probabilités sur un produit: le cas fini

Commencons par le cas d’'un produit de deux espaces (E, &) et (F,F). On pose G =
E x Fet G=E&®JF (rappelons que G est la plus petite tribu sur G contenant les pavés
mesurables A x B, i.e. tels que A € £ et B € F).
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Rappelons I'essentiel du théoreme de Fubini, dans le cas des probabilités: si u et v sont
des probabilités sur les deux espaces ci-dessus, 7 = p ® v est I'unique mesure sur (G, G)
telle que n(A x B) = u(A)v(B) pour tous A € £ et B € F, et on a pour toute fonction
G—mesurable f, bornée ou positive:

/fdnz/Eu(dl‘) </F V(dy)f(%y)>-

Enfin 7 est la loi d’un couple de variables (X,Y) lorsque X et Y sont de lois respectives
et v, et sont indépendantes.

Ce qui suit est une extension du théoréeme de Fubini, avec essentiellement la méme
preuve, lorsqu’on veut construire la loi d’un couple de variables (X,Y) avec X de loi p,
et la loi conditionelle de Y sachant que X = x égale a Q(z, -).

Théoréme 1.2.4. Soit p une probabilité sur (E,E) et Q une probabilité de transition
de (E,E) dans (F,F). Il existe une probabilité n et une seule sur le produit (G,G), telle
que

n(A x B) = /,u(d:v) 14(2) Qz,B), VYAcEVBEF (1.2.6)

De plus, pour toute fonction f mesurable sur (G,G), positive ou bornée, la fonction x +—
[ Q(z,dy) f(x,y) est E-mesurable, et on a

/ﬁmzémmmLQm@ﬁ@w) (1.2.7)

Si enfin X et'Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans E et F' respectivement,
définies sur un espace de probabilité (2, A, IP) arbitraire, et telles que la loi du couple
(X,Y) soit n, alors on a:

e laloi de X est u, } (1.2.8)

* Q(X(w),-) est une version réguliere de Py, (x)-

Noter a l'inverse qu'il existe toujours un couple (X, Y') vérifiant les derniéres propriétés
ci—dessus: il suffit de prendre Q@ = G, A =G, IP =1, et pour (X,Y) 'application identité
de G dans lui-méme.

Preuve. 1) Soit H l’espace de toutes les fonctions f mesurables bornées sur (G, G) pour
lesquelles = — [ Q(z,dy) f(x,y) soit E-mesurable, et C ensemble des pavés mesurables
A x B, qui est stable par intersection finie. Il est immédiat que H satisfait les hypotheses
du théoreme 1.2.2, donc égale la classe de toutes les fonctions G—mesurables bornées. Par
limite croissante, on en déduit aussi que = — [ Q(x,dy)f(x,y) est E-mesurable pour
toute f mesurable positive.

2) D’apres ce qui précede, pour tout C' € G on peut poser

€)= [ ntan) ([ Qedpican).
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Par linéarité et limite monotone, on voit que cela définit une probabilité n sur (G, G), qui
vérifie évidemment (1.2.6). On a (1.2.7) lorsque f = 1¢. Par linéarité, limite monotone,
puis différence, on en déduit (1.2.7) pour toute fonction f mesurable, positive ou bornée.

3) L’unicité de n vérifiant (1.2.6) découle du théoreme de Fubini (via une nouvelle
application du théoreme des classes monotones).

4) 11 reste a prouver (1.2.8). Le fait que £(X) = p (ot L£(X) désigne la loi de X)
découle de (1.2.6) appliqué avec B = F, donc Q(x, B) = 1 pour tout z. En appliquant
(1.2.7) & f(z,y) = g(z)1p(y), on obtient

BE(g(X)15(Y)) = / u(dz)g(2)Q(z, B)) = E(g(X)Q(X, B)).

E

La seconde partie de (1.2.8) en découle immédiatement. O

Cette procédure se généralise aisément a un produit fini d’espaces. Nous nous con-
tentons ci—dessous d’une version adaptée aux chaines de Markov, mais il est possible de
faire plus général.

La situation est la suivante: on a des espaces mesurables (E;, E;), des probabilités de
transition Q; de (E;_1,&;—1) dans (E;,&;), et une probabilité py sur (Ey,Ep). On pose
Fn=FEyx.. xExnet FN=Ey®...®&N. On a alors:

Théoréeme 1.2.5. (1) Pour toute fonction f mesurable sur (Fy,Fn), positive ou
bornée, les formules fy = f et

Fuoosee ) = [ Qut(ns i) fra (oo, ) (1.2.9)

pour n=N—1,N—2,...,0, définissent (par récurrence descendante) pour chaque n une
fonction f,, qui est mesurable sur (Fp, Fy).

(2) 1l existe une probabilité ny et une seule sur (Fn,Fn), notée aussi (un peu abu-
sivement) o ® Q1 ® -+ ® Qn, telle que pour toute fonction f mesurable sur (Fn,Fn),
positive ou bornée, on ait (avec la notation (1.2.9)):

/fdmv = /foduo- (1.2.10)

(3) Si enfin les X; sont des variables aléatoires a valeurs dans E;, définies sur un
espace de probabilité (2, A, IP) arbitraire, et telles que la loi du N + 1-uplet (Xo, ..., Xn)
soit n, alors on a (pourn=1,...,N):

e la loi de Xq est uo,

e Qn(Xn-1(w),-) est une version réguliere de IPx, /o(x0,X1,....Xn_1)
(1.2.11)
. (Qn(an(w), N)RQui1 ® - ® QN) (+) est une version réguliere de

P, X1 X ) [0(X0, X oo, Xm1)
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On combine en général (1.2.9) et (1.2.10), pour écrire:

/fdmv:/,uo(dxo)/Ql(mo,dml).../Q($N_1,de)f(x0,...,xN). (1.2.12)

Ci—dessus, la convention est — comme d’habitude — que les intégrales sont effectuées de la
droite vers la gauche.

Preuve. En posant Q,((zo,...,2n-1), B) = Qn(xn_1,B), on voit qu'on peut considérer
@, comme une probabilité de transition de (F,_1, F,—1) dans (E,,&,). Donc la mesura-
bilité de f,, découle immédiatement de la mesurabilité de f,y1 et du théoreme 1.2.4 ap-
pliqué & E = F,, et F = E,11, d’ou le (1) par récurrence descendante.

Le (2) se montre par récurrence sur N: lorsque N = 0 il n’y a rien & montrer. Sup-
posons que ce soit vrai pour N — 1. En remarquant que les fonctions f, associées & f
pour n < N sont aussi les fonctions associées a fy_1 lorsqu’on démarre la récurrence
descendante & N — 1, on voit que [ fodpo = [ fn—1dnn—1. En d’autres termes, la formule
(1.2.10) s’écrit aussi

[ tins = [av-ran) [ Qutudoy)fuom).

en notant u = (xg,...,xNy—1). Pour obtenir l'existence et I'unicité de ny il suffit alors
d’appliquer le théoreme 1.2.4 & = Fy_1 et F = Ey.

Enfin pour (3), la encore la premiere partie de (1.2.11) est évidente. En appliquant
(1.2.12) & f(zo,-..,xn) = 1(xn, ..., xN)g(x0,s ..., Tn-1), ON VOit que

E(g(Xo, . ,Xn_l)lB(Xn, ey XN>) = E(g(Xo, e 7Xn—1)Rn(Xn—17 B)),

ol nous avons posé Ry, (z, ) = Qn(z, ) @ Qni1®...®@Qn. La troisieme partie de (1.2.11)
en découle, et la seconde partie en est un cas particulier. O

On peut déja observer que (1.2.11) nous donne la “propriété de Markov” (1.1.3), et
meéme (1.1.2), pour la suite finie (X, )o<n<n. Il faut maintenant voir ce qui se passe si
on veut construire une suite infinie de variables: c¢’est un probleme plus difficile, qui fait
I’objet du paragraphe suivant.

1.2.5 Probabilités sur un produit: le cas infini

La situation est encore la suivante: pour ¢ € IN on a des espaces mesurables (E;, £;),
des probabilités de transition Q; de (F;_1,&;—1) dans (E;, &;) sii > 1, et une probabilité p
sur (Ep, Ep). Mais, outre les espaces (Fi, F ) définis ci-dessus, nous avons aussi ’espace
(Foos Foo), construit ainsi: d'une part oo = [[;c v Bi; d’autre part Fo est la plus petite
tribu contenant les pavés mesurables [[,. v Ai (avec A; € £;), ou de maniere équivalente
contenant les pavés mesurables Ag X ... X A, X HiZn +1 Ei avec n fini arbitraire.

Toute fonction f sur un Fj, sera aussi considérée ci—dessous comme une fonction sur
F, ne dépendant que des “coordonnées” xg,...,T,.
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Pour bien comprendre la seconde partie de I’énoncé ci—apres, il convient de rappeler
que si les X; sont des variables aléatoires & valeurs dans les espaces (F;, &;), la suite
infinie (X;);ev peut étre considérée comme une variable a valeurs dans (Fio, Foo): la
tribu Fo, est construite précisément pour qu’on ait cette propriété. La “loi” de la suite
infinie est donc une probabilité sur (Fio, Fo). A l'inverse, n’importe quelle probabilité n
sur cet espace est la loi d’une suite infinie (X;);ey de variables sur un espace probabilisé
(Q, A, IP): il suffit de prendre Q@ = F, A = Fu, IP = 1, et X;(x0,21,...) = x; (les
“applications coordonnées” ).

Théoréme 1.2.6. (Ionescu—Tulcea) (1) Il existe une probabilité n et une seule sur
(Fooy, Foo), notée aussi gQ@Q1 Q- -QQp®- - -, telle que pour tout N € IN et toute fonction
f mesurable sur (Fy,Fn), positive ou bornée, on ait (avec la mesure ny sur (Fy,FN)
du théoréme 1.2.5)):

/fdn=/fdmv- (1.2.13)

(2) Siles X; sont des variables aléatoires a valeurs dans F;, définies sur un espace de
probabilité (Q, A, IP) arbitraire, et telles que la loi de la suite infinie (X, )nen soitn, alors
on a pour tout n:

e la loi de Xg est uo,

® Qn(Xn-1(w),-) est une version réguliere de IPx,, /o(x0,X1,....X_1)

(1.2.14)
o (Qn(anl(w), )R Qpy1 ® - ) (+) est une version réguliere de

P, Xpi1,0) /0(X0, X1y Xno1)

Preuve. a) De méme qu'une fonction sur F,, peut étre considérée comme une fonction
sur F., une partie A de F), est identifiée a la partie A x Hi2n+1 E; de F,. Ainsi, la tribu
Fn sur F, peut étre considérée comme une tribu sur F,. Avec cette convention, on pose
B = U,F,: la classe B est une algebre sur Fy,, qui engendre la tribu F ..

SiAeB,onaAe€ Fypour un N fini, et on pose n(A) = nx(A), avec ny définie dans
le théoreme 1.2.5, qui implique aussi que ny—p(A) = nn(A) pour tout p > 1. Cela définit
donc une fonction additive d’ensembles sur B, et d’apres le théoreme de prolongement des
mesures on sait qu’elle s’étend en une probabilité sur F ., notée encore 7 et nécessairement
unique, si et seulement si on a

n(A,) — 0 pour toute suite (A;,) d’éléments de B décroissant vers (). (1.2.15)

Si c’est le cas, la probabilité n coincide avec ny sur Fy, d’ou (1.2.13).

b) Pour obtenir (1) il nous reste donc & montrer (1.2.15). Sin > 1 et A € Fy pour
un N > n, on pose

Ry (zo,...,p-1;A) :/Qn(wn—hdﬂcn)u-/QN(HJN—hdH?N)lA(H?o,--.,xN)-

D’apres le (1) du théoréme 1.2.5 cette quantité est F,,_j—mesurable en (zg,...,2,—1). On
notera que cette quantité ne dépend pas de N, pourvu que N > n et que A € Fy, de



10 M2 2004-05: Processus de Markov — Chapitre 1

sorte que Ry, (xo,...,Tn—1;A) est en fait définie pour tout A € B, et de plussi A € Fy et
N >mnon aavecu = (xg,...,Tn_1):

0(4) = (4) = [ ma(d)Ra(u, 4) (1:2.16)

Soit maintenant une suite A; dans B, décroissant vers (). La suite n(A;) décroit vers
une limite a > 0. On va supposer que a > 0 et en déduire une contradiction, ce qui
prouvera (1.2.15). D’abord, (1.2.16) appliqué & n = 1 donne

n(4;) = /Mo(dxo)Rl(xo; Aj) La>0,

et comme Ri(xo; A;) décroit et est compris entre 0 et 1, on déduit du théoréme de Lebesgue
qu'il existe au moins un xg € Ey tel que Ri(zo; 4;) | a1 > 0.

Supposons alors qu’on ait trouvé pour un n > 1 des points xg,...,T,_1 tels que
Rn(ﬂjo,...,l‘n_l;A]‘) la, >0, (1.2.17)

lorsque j — oco. En remarquant que

Rn(x07 ceey Tn—1; A]) = /Qn(xn—la d$n)Rn+1(1‘Oa <oy Iy A]) > Qp,

le méme argument que ci-dessus entraine qu’il existe z, € E, et anty1 > 0 tels que
Ryi(zo, ..., Zn—1,Tn; Aj) | apy1. On construit ainsi par récurrence une suite (z)nemn
telle que z,, € E,, et qu’on ait (1.2.17) pour tout n.

Mais chaque Aj; est élément de Fp; pour un certain entier N;. En revenant a la
définition de R,,, on voit que si n > N le nombre R, (zo, ..., 2zn—1; A;) vaut 1si (zo,...) ap-
partient a A; et vaut 0 autrement. En comparant ceci a (1.2.17), on voit que nécessairement
(xo,...) € Aj. Comme ceci est vrai pour tout j, le point (xo,...) appartient a N;A;, qui
est vide, d’ot1 une contradiction.

c¢) Plagons—nous dans la situation de (2). La premiere partie de (1.2.14) est encore
une fois évidente, et la second est un cas particulier de la troisieme. Pour celle—ci,
posons R, (z,) = Qun(z,") ® Qni1 @ Qni2 ® ... (en vertu de (1), c’est une probabilité
sur Vespace (Hy,Hpn) = ([Li>,, i, ®i>n€i)). D’apres (1.2.13) et (3) du théoreme 1.2.5,
[ fdR,(X,,—1,) est une version de 'espérance conditionnelle de IE(f(Xp, . ..)|o(Xo, ..., Xn-1))
pour toute fonction f bornée mesurable sur (Hy, Hp m) pour un m > n, ot Hy, =
®n<i<m€i.- Un argument de classe monotone montre qu’il en est de méme si f est bornée
et Hy—mesurable, ce qui donne le résultat. ]

Remarque: Ce théoreme — plutot difficile — n’est en aucune maniere plus simple lorsque
les espaces E; sont égaux a IR, ou sont dénombrables, ou méme finis ! (sauf bien—sur s’ils
sont réduits & un seul point). De méme il n’est pas plus simple lorsque les probabilités
de transition sont de la forme Q;(x,dy) = pi(dy), ou p; est une probabilité sur (E;, &;).
Dans ce dernier cas, en vertu de la partie (2) du théoréme précédent la mesure 7 est la
loi d’une suite de variables (X,) qui sont indépendantes, chaque X,, étant a valeurs dans
F, et de loi u,: comme corollaire, on obtient ainsi ’existence d’une suite de variables
indépendantes de lois données.
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1.3 Chaines de Markov: définitions

Venons—en maintenant aux chaines de Markov. On se donne un “espace d’état”
mesurable (E,€), qui est a priori quelconque. Il existe plusieurs définitions possibles
d’une chaine de Markov.

e La notion la plus faible consiste & dire qu’on a un espace probabilisé (Q, F, IP) et
une suite (X,,) de variables & valeurs dans (E, ), telle qu’on ait (1.1.2) (ou g “mesurable
sur E>” signifie mesurable par rapport & la tribu produit tensoriel £9°°). Par condition-
nements successifs, cette propriété se ramene a (1.1.3). Cette derniére propriété donne
moralement la loi conditionnelle de X,, sachant (Xg, ..., X,_1), mais on n’est pas stur de
I’existence de versions régulieres de ces lois conditionnelles.

e Une seconde définition possible consiste a dire qu’on a (1.1.3) avec de plus des
probabilités conditionnelles régulieres: cela revient a dire qu’on a des probabilités de
transition P, de (F, &) dans lui-méme, telles que pour tout n et toute fonction mesurable
bornée ou positive f sur F,

E(f(X)|0(Xo, -, Xn_1)) = Pof(Xn_1). (1.3.1)

(Comme ’espérance conditionnelle n’est définie qu’a un ensemble de probabilité nulle pres,
nous omettons systématiquement d’écrire le “p.s.” dans des égalités faisant intervenir les
espérances ou probabilités conditionnelles). De ce point de vue, la “loi initiale” (i.e., la loi
de Xy) est considérée comme donnée.

e Une situation un peu plus générale consiste a supposer que 'espace (2, F) est muni
d’une filtration: une suite (Fj)nenw de sous—tribus de F, avec F, C F,—1 et X, est
Fn—mesurable pour tout n (on dit que (X,,) est adapté a la filtration); on remplace alors
(1.3.1) par

E(f(Xn)|Fn-1) = Pof(Xn-1). (1.3.2)

Lorsque Fp, = 0(Xo, ..., Xn), (1.3.2) se ramene a (1.3.1).

e Une quatrieme définition possible consiste a se donner les transitions Py, considérées
comme décrivant le “mécanisme d’évolution” de la chalne, mais a laisser la loi initiale
arbitraire: pour toute probabilité p sur (E,£) on a donc une probabilité P, sur (€2, F)
vérifiant (1.3.2), et telle que £(Xop) = p.

Les situations 2 et 3 ci—dessus nous conduisent a poser:

Définition 1.3.1. 1) Soit (2, F, (Fp)new, IP) un espace probabilisé filtré. Une suite
(Xn)new de variables aléatoires sur cet espace, a valeurs dans (E, &), est dite vérifier la
(Fn)-propriété de Markov si pour tout n la variable X, est F,—mesurable et si on a (1.3.2)
pour une suite de probabilités de transition (P,).

2) Sion a Fy, = o(Xp,...,Xpn) (donc (1.3.2)=(1.3.1)), on dit simplement qu’on a la
propriété de Markov.

3) Si P, = P ne dépend pas de n, la propriété de Markov est dite homogene.

La situation 4 ci-dessus n’est réellement intéressante que dans le cas homogene. Dans
ce cadre, nous allons donner la “vraie” définition des chaines de Markov, celle que nous
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utiliserons dans la suite (on distinguera “chaine de Markov”, définie ci—apres, et “propriété
de Markov”, définie ci-dessus). Cette définition peut sembler compliquée, mais en fait elle
permet de rendre la suite beaucoup plus simple.

On part donc d’un ensemble mesurable (€2, F), muni de variables aléatoires (X, )nemn

a valeurs dans (E,£); on pose Fp, = 0(Xo,...,X,), et on suppose que F = \/, Fp. Cet

espace est aussi muni d’une “translation” 6, qui est une application de 2 dans lui-méme
telle que

Xnt1 =X, 00, vn. (1.3.3)

On se donne enfin une famille (IP,),cg de probabilités sur (2, F), telle que x +— IP,(A) est
E-mesurable pour tout A € F (donc, IP,(dw) est une probabilité de transition de (E,€)
dans (2, F). On suppose que

P.(Xo=2)=1 Ve € E. (1.3.4)
On notera I, 'espérance, relativement a la probabilité IP,.

Définition 1.3.2. Le terme X = (Q, F, (X,), 0, (IP;)) défini ci-dessus s’appelle une
chaine de Markov (sous—entendu: “homogene”) s’il existe une probabilité de transition P
de (E, &) dans lui-méme telle que pour tout n, tout = € IF, et toute fonction mesurable
f sur E, bornée ou positive, on a

Ey(f(Xn)|Fn-1) = Pf(Xp-1). (1.3.5)

Pour toute probabilité p sur (E, &), on pose
P,(A) = /,u(dx)]Px(A) VAe F, (1.3.6)
ce qui en vertu de (1.2.4) définit une nouvelle probabilité sur (2, F). L’espérance relative

a IP, sera notée IE,,.

Proposition 1.3.3. Si X est une chaine de Markov, pour toute probabilité pu sur
(E,€), la loi de Xo sous IP, (appelée “loi initiale”) est p. De plus pour tout n et toute
variable aléatoire réelle Y sur (Q,F), positive ou bornée, en notant ™ la n-ieme itérée
de 0, la variable Y o 0™ est F—mesurable et on a:

E,(Y o0"|F,) = FEx,(Y). (1.3.7)
Preuve. D’abord, si A € £, on a par (1.3.3) et (1.3.4):

Fy(Xo € 4) = [ pldn)Pa(Xo € 4) = [ u(dn)La(e) = (),

d’ou la premiere assertion.

D’apres le théoreme des classes monotones 1.2.2, et puisque F = o(Xp, X1, ...), pour la
seconde assertion il suffit de montrer le résultat quand Y est de la forme Y = [[" fi(X;),
pour des fonctions bornées mesurables f;. Dans ce cas, ona Y 00" =" fi(Xy+4), donc
on voit que Y o 6™ est F—mesurable. Si Z est une variable bornée F,,—mesurable, on a

Eu(ZY 00") = /,u(dx)lEgc(Z Y o gm).
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Il nous reste donc a montrer que

E,(ZY 00" = E,(Z Bx, (Y)). (1.3.8)

Cela se montre par récurrence sur m. Lorsque m =0 on a Y = fy(Xp), donc [E,(Y) =
fo(x), et (1.3.8) est évident. Supposons donc que (1.3.8) soit vrai pour tout n et pour
toute variable de la forme Y = HZ 0 ! g:(X;); nous allons alors montrer (1.3.8) pour ¥ =
17, fi(X:i). Posons U = [ fi(Xi) et V = U Pfn(Xm_1). En vertu de (1.3.5) on a

(ZUo0" frn(Xntm))
(Ex(Z Uo0" f(Xntm) | Frtm—1))
= E;(ZUo0" Pfn(Xntm—1))
(
(

E(ZY o) = I,
E,
E,(ZVobo")
F. (Z Bx,(V)),

ou la derniere égalité provient de 'hypothese de récurrence. En appliquant ce qui précede
an=0et Z=1, on obtient aussi IF,(Y) = IE,(V) pour tout y € E, d’ot (1.3.8). O

Ce résultat nous dit que, sous chaque IP,, le chaine (X,,) admet la propriété de Markov
homogene; de plus la probabilité de transition est P: il suffit d’appliquer (1.3.7) 4 Y =
f(X1) et de remarquer que IE,(f(X1)) = Pf(z) par (1.3.5). Noter qu’on a aussi démontré
(1.1.2) pour IP,.

Construction d’une chaine de Markov: Etant donnée une probabilité de transition
P arbitraire de (E, &) dans lui-méme, nous sommes en mesure de construire une chaine
de Markov X de transition P. Cela peut se faire sur beaucoup d’espaces 2 différents,
bien—siir, mais une maniere canonique de faire est la suivante:

On prend Q = E™V, donc un point de € est une suite infinie w = (2q, x1,...). On pose
Xn(zo,...) = Tn, 0(xo, z1,...) = (1,...).

Enfin, on prend pour IP, la probabilité construite dans le théoreme de Ionescu—Tulcea
1.2.6, correspondant aux (E;, &;) = (E,€) et Q; = P et a pup = €, (masse de Dirac en z).
La mesurabilité de x — IP,(A) s’obtient par application de (1) du théoreme 1.2.5 avec
n =0 et (1.2.13) et encore une fois un argument de classe monotone. Noter que IP, est
obtenue de la méme maniere, en prenant pg = .

La chaine de Markov X ainsi obtenue s’appelle la chaine canonique associée a la
transition P.

1.4 Premieres propriétés

Ci-dessous on considére une chaine de Markov X = (2, F, (X,,), 0, (IP;)) de transition
P sur (E,&). On désigne par P" = P... P la n—iéme itérée de P au sens de (1.2.5) (par
convention P est la transition "identité”, c’est-a-dire P°(z, dy) = &, (dy)).
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Proposition 1.4.1. Pour tous n,m > 0 et toute fonction mesurable f bornée ou
positive, on a
Eu(f(Xn+m)‘]:n) = P"f(X,). (1.4.1)

De plus, la loi de X, sous IP, est uP™.

Preuve. Pour m = 0 (1.4.1) est évident, et pour m = 1 c’est (1.3.7) (appliqué & Y =
f(X1)). Supposons (1.4.1) vraie pour m — 1, et toute fonction f et tout n. On a

E,u(f(Xn—I—m)’fn) - Eu (Eu(f(Xn+m)|fn+m—1|:Fn)) = EH (Pf<Xn+m—1)’fn) )

qui vaut P LPf(X,) = P™f(X,) d’aprés 'hypothese de récurrence. On a donc (1.4.1)
pour tout n,m > 0.

Enfin, la loi j, de X, sous IP, est donnée par p,,(A) = IP,(X,, € A). Mais
Po(Xon € A) = B, (Pu(Xon € A7) = Eu(P"(Xo. ) = [ (da) P (2, 4) = P (),
ot on a utilisé (1.4.1) pour la seconde égalité: on a donc la seconde assertion. O

La seconde propriété, fondamentale pour la suite, est la “propriété forte de Markov”.
Rappelons qu'un temps d’arrét est une application de Q dans IN = IV U {oo} qui vérifie
{T < n} € F, pour tout n € IN, ou de maniere équivalente {T" = n} € F,, pour tout n.
On associe a un temps d’arrét T sa “tribu antérieure”, qui est

Fr={A: Ac FAN{T <n}eF, Vne N},

et ci-dessus on peut remplacer A N {7 < n} par AN {T = n} partout si on veut: on
vérifie que Fr est une tribu, et si T'(w) = m pour tout w alors 7" est un temps d’arrét et
Fr=Fnm.

De méme qu’on a défini les itérées 6™ de la translation 6, pour tout temps d’arrét T'
on peut définir les applications 7 et X7 de {T' < oo} dans Q2 et E respectivement, par

67 (w) = 07 (w) = ™(w)

} sur 'ensemble {T' = n}. (1.4.2)
X (@) = X (@) = Xn(w)

D’une part on a {X7 € A} N{T =n} = {X,, € A} n{T = n}, qui est F,—mesurable si
A € &: donc Xp est Fr—mesurable en restriction & I’ensemble {T' < co}. D’autre part
pour toute variable aléatoire Y on a {Y 007 € A}N{T =n} ={Y 0" € A} N{T =n},
qui est F-mesurable pour tout borélien A: donc Y o 67 est F—mesurable en restriction &
Pensemble {T" < oo}. Ces propriétés de mesurabilité montrent que I’assertion ci-dessous a
un sens.

Proposition 1.4.2. (Propriété forte de Markov) Pour tout temps d’arrét T et
toute variable aléatoire Y positive ou bornée on a

E,(Y 00" |Fr) = Ex,(Y) sur ’ensemble {T' < oo}. (1.4.3)
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Pour bien comprendre (1.4.3) il convient de remarquer que I'ensemble {T" < oo} est
Fr—mesurable, donc ci-dessus on peut aussi bien ajouter son indicatrice en facteur dans
chaque membre, et a gauche faire passer cette indicatrice a I'intérieur de I’espérance con-
ditionnelle: les deux membres ont donc a priori un sens.

En appliquant (1.4.3) 8 Y = f(X,,), on obtient (en utilisant aussi la proposition 1.4.1):
E,(f(X7r4m)|Fr) =P" f(X7) sur 'ensemble {T" < oo}. (1.4.4)

Preuve. Les variables U = Y 0 67 et V = IEx,(Y) sont bien définies sur I’ensemble
{T < 0}, et la seconde est Fpr—mesurable. Ainsi il suffit de montrer que si A € Fr on a
Ey(Ulal{resy) = Eu(V1al{r<oey), 1l suffit méme de montrer que pour chaque n € IV
on a

Eu(UlAl{T:n}) = Eu(V1A1{T:n})-
Mais le membre de gauche est E,(14n (T=n} Y © 0™), tandis que le membre de droite est
E,(Langr=ny Ex,(Y)), et AN{T =n} € F,: il suffit alors d’appliquer (1.3.7). O

Les notions suivantes seront souvent utilisées; elles sont relatives a la transition P:

Définition 1.4.3. 1) Une mesure (positive) n sur (E, ) est dite
e invariante si nP =1,
e sous—invariante si nP < n.
2) Une fonction mesurable positive sur (E, &) est dite
e harmonique si Pf = f,
e surharmonique si Pf < f.

Proposition 1.4.4. (1) Si f est une fonction harmonique on a P"f = f pour tout n,
et si de plus p(f) < oo le processus f(X,) est une martingale sous la probabilité IP,,.

(2) Si f est une fonction surharmonique on a P"f < f pour tout n, et le processus
f(Xn) est une surmartingale sous toute probabilité IP,.

Preuve. Comme P, en tant qu’opérateur sur les fonctions, est positif, les premieres
assertions de (1) et (2) sont évidentes. De plus f(X,) est F,—mesurable, et on a pour
toute probabilité initiale p:

Eu(f(Xn-&-m)‘}_n) - me(Xn)~

Si f est surharmonique on a donc IE,(f(Xnim)|Fn) < f(Xn), ce qui est I'inégalité car-
actéristique des surmartingales. Quand f est harmonique, on a IE,(f(Xntm)|Fn) =
f(Xp), ce qui est I’égalité caractéristique des martingales: pour obtenir que f(X,,) est une
IP,~martingale il faut de plus que chaque f(X,), ou de maniere équivalente f(Xo), soit
u—intégrable, ce qui revient a dire que p(f) < oc. O

Définition 1.4.5. Si f est une fonction mesurable positive, son potentiel est la fonction

Uf=> P'f (avec P°f = f). (1.4.5)

n>0
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Par le théoreme de limite monotone, il est facile de voir qu’on définit ainsi une mesure
de transition U, appelée aussi le potentiel de P, de sorte que U f définie ci—dessus est
l’action de U sur f. Pour toute mesure positive p on a de méme la mesure pUU. On écrit
bien-str U =) ., P".

Comme Uf = f + anl P"f, on obtient 1’équation (pour f > 0):
U=1I+PU=I1+UP ie., Uf=f+PUf=f+UPY. (1.4.6)

En particulier, U f est une fonction surharmonique. De méme pour toute mesure (positive)
ponapl=pu+ pPU = p+ pUP, donc pU est une mesure sous—invariante.

On notera aussi que, par le théoreme de limite monotone, pour toute fonction mesurable
positive f et toute probabilité p,

pUf =, [ > f(Xn) |- (1.4.7)

n>0

Pour terminer ce paragraphe, examinons la stationnarité de la chaine (X,). On rap-
pelle qu'un processus (Xp)nen est stationnaire si pour tout n la loi du n + l-uplet
(X, Xm+1, -« -y Ximtn) ne dépend pas de 'entier m.

Proposition 1.4.6. La chaine (X,,) est stationnaire sous la probabilité IP,, si et seule-
ment si la probabilité p est invariante.

Preuve. Sila chaine est stationnaire sous IP,, la loi uP de X; (cf. proposition 1.4.1)
égale la loi u de Xy, donc p est invariante.

Inversement supposons y invariante. Soit n > 0. La loi ¢, de (X, Xont1, - -+, Xngn)
est donnée par Com(A) = Pu((Xmy Xmsts -+ Xmin) € A) pour A € E20FD 8iy =
1A(X07 R Xn) et f(:I") = ]Ex(y)a on a

Nnm(A) = E#(Y 0f™) = E, (IE#(Y 0 0™)|Fm)) = E, (f(Xm)) = uP™f

par (1.3.7) et la proposition 1.4.1. L’invariance de p entraine pP™ f = p(f), donc 1y, m ne
dépend pas de m. O

Le fait d’avoir une chaine stationnaire est crucial pour les applications: par exemple
(on le verra en exercice) un grand nombre de “files d’attente” sont des chaines de Markov,
et le fait qu’elles soient stationnaires signifie qu’il n’y a pas engorgement de la file. Une
bonne partie de ce chapitre sera en fait consacré a ’étude de ’existence d’une probabilité
invariante, rendant la chaine stationnaire.

1.5 Chaines discretes: classifications

On dit qu’une chaine de Markov X est discréte si son espace d’états E est fini ou
dénombrable. Dans ce cas, £ est toujours la tribu de toutes les parties de F, et toute
fonction sur E est mesurable. Les points de E seront — selon ’habitude — notés 1, j, k.
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1.5.1 Notations

Toute mesure p sur E est caractérisée par les mesures des singletons p; = u({:}), via la
formule p(A) = > ;c 4 i, et toute famille (p;);ep de nombres positifs ou nuls correspond
a une mesure. Cette mesure est une probabilité si de plus >, p; = 1.

Une probabilité de transition P est aussi caractérisée par les nombres p;; = P(i,{j}),
et inversement une double suite (p;;) correspond & une probabilité de transition si et
seulement si on a

pij = 0, Zpij =1
J

Ainsi on peut identifier P = (p;;) avec une “matrice” infinie, a termes positifs, la somme
de chaque ligne valant 1.

Si @ = (gs5) est une autre probabilité de transition, alors le produit R = PQ est
R = (ry), avec Tij = Zpiquj.
k

On a de méme, pour une mesure u et une fonction f:
J J

de sorte qu’en identifiant une mesure a une matrice ligne, et une fonction a une ma-
trice colonne, les différents produits (1.2.3), (1.2.4) et (1.2.5) sont les produits usuels des
matrices (infinies, si E est dénombrable).

Revenons a notre chaine de Markov de transition P. On définit les temps d’arrét
suivants:

T,=inf(n>1:X,=14), T}'=T, T =inf(m>T": X, =1),

)

avec la convention habituelle que I'inf de I’ensemble vide vaut +oo (Exercice: montrer que
ce sont effectivement des temps d’arrét). Ensuite, on pose

)

=PIt <),  fi=fY=P(T<x),  N=>1p(X).
n=0

Ainsi, N; est le nombre (aléatoire) de fois ou la chaine visite I’état i. Les éléments de

la transition itérée P™ seront notés pz(?) (donc pg-)) = 05, le symbole de Kronecker). Le
potentiel U = (u;;) est donné par
Ujj = Zpg-l) = IE;(N;). (1.5.1)
n>0

1.5.2 Premiére classification

Définition 1.5.1. Si ¢,j € E, on dit que ¢ méne a j, et on écrit ¢ — j, si on a soit
i =j, soit IPj(T; < 00) > 0. On écrit i ~ jsii— j et jri.
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Proposition 1.5.2. On a i+ j si et seulement si u;; > 0, et la relation i ~ j est une
relation d’équivalence.

(0)

Preuve. Si j =i on sait que u;; > 1 (car pij = dij), et que i — j.

Supposons j # 4. Si u;; > 0 il existe n > 0 avec pz(-?) > 0, et bien-stur IP(T; <
o) > P(X, =j) = pg-l) > 0, donc 7 — j. Si inversement i — j il existe n > 1 avec
0 < IP(T; =n) < IPi(X, =) :pgl), donc w;; > 0.

La relation ~ est évidemment réflexive et symétrique. Pour montrer la transitivité il
suffit de vérifier que si i — j — k, alors i — k. Mais, si i — j — k, d’apres ce qui précede

il existe n > 0 avec pgl) > 0et m >0 avec pg.zl) > 0. Comme P"T™ = P"P™ ] vient

(nm) _ N (0) (m) o (0) (m)
pie = m e = ey pi >0,
leE

d’ou le résultat. ]

Comme ~ est une relation d’équivalence, on peut considérer les classes d’équivalence
associées, qui forment une partition de F et qui s’appellent les classes de la chaine de
Markov. La signification intuitive d’une classe est donnée dans la:

Proposition 1.5.3. Soit C' une classe et T'=inf(n > 0 : X,, ¢ C). Pour tout i € C
on a
IP(T < o0, il existe n > T avec X,, € C) = 0.

En d’autres termes, si la chaine quitte une classe elle ne peut pas y revenir.

Preuve. Le résultat de I’énoncé équivaut a dire (puisque IN et C' sont dénombrables) que
P(T <00, Xr =k, Xr4n=7)=0 Vne N, VjeC, Vk ¢ C (1.5.2)

(puisque Xp ¢ C si T < oo par définition de T'). Mais T est un temps d’arrét, donc le
membre de gauche ci—dessus est d’apres la propriété de Markov forte:

E; (17 <oo xpeiy Pi(X; 007 = j|Fr)) = (T < 00, X = k) pjl}) < Pi(Ty < ) piy.

Si I'expression ci—dessus est > 0 on a pl(;;.) >0 et P(Tp < ) > 0, donc i — k +— j et

comme aussi j +— ¢ (car j € C') on a k € C: par suite on a (1.5.2). O

Définition 1.5.4. On appelle période de l’état i et on note d; le PGCD de I’ensemble
M; des n > 1 tels que pf? BN 0, avec la convention d; = oo si cet ensemble est vide.

Proposition 1.5.5. Sii~ j on a d; = d;.

Etant donnée une classe C' de la chaine, on appellera donc période de la classe la valeur
commune des périodes de ses éléments.

Preuve. Supposons bien—sir i # j. On a vu ci-dessus qu’il existe n,m > 1 tels que

a = pgl) > 0et b= p%n) > 0. En utilisant P"tH+™ = prpPlp™ le méme argument
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que dans la proposition 1.5.2 montre que p§?+l+m) > abpg.lj). Donc | € M; implique
n+m+41 € N;, et aussi évidemment n+m € M;: donc d; divise n+m et n+m 41, donc
[, pour tout I € M;, donc finalement d; divise d;. Symétriquement, d; divise d;, d’oti le

résultat. O

Proposition 1.5.6. Soit C' une classe de période d finie. On peut diviser C en d

sous—classes non—vides Cy, ...,Cqy_1 telles que, si i € Cy, alors IP;—presque strement la
chaine ne visite C; qu’en des instants n tels que n 4+ r =1 modulo d.
Preuve. Soit i( fixé arbitrairement dans C. Si j € C, il existe m > 0 avec p%? > 0, et
on note r; 'unique entier dans {0,1,...,d—1} tel que m = r; modulo d. Pour tout n > 0
avec pglj) >0, o0n a pz(:;:m) > 0, donc d divise n+m et donc n = r; modulo d. En d’autres
termes, sous IP;, la chaine ne visite j qu’en des instants de la forme r; + nd pour n € IN,
presque stirement.

On note alors C, 'ensemble des j € C tels que r; = r. Les C, sont deux-a-deux
disjoints, de réunion égale C'. De plus, si la chaine part de ig, a U'instant 1 elle est dans
(4, puis a I'instant 2 dans C5, puis dans (4, ... , puis dans Cy_1, puis Cp, puis C1, etc...,
jusqu’a ce qu’elle sorte de C, auquel cas elle n’y revient plus d’apres la proposition 1.5.3.
Cela montre a I’évidence la derniere partie de 1’énoncé, et aussi que chaque sous—classe C,.

est non vide: en effet Cy contient au moins ig, et si C,. était vide pourunr =1,...,d—1
la chaine aurait quitté C' IP;,—p.s. avant I'instant r, donc ne pourrait pas revenir en g, ce
qui contredirait le fait que d = d;, est fini. O

1.5.3 Seconde classification

Définition 1.5.7. Un état i est dit récurrent si fi; = IP;(T; < 0o) = 1, et transient
sinon.

Lemme 1.5.8. On a fi(;t“) = fijf;?) et uij =i+ Y > fi(jn).

Preuve. On a T;LJrl = Tj—l—TJnOGTJ’ sur 'ensemble {7} < oo}, et T;-Hl = oo sur {Tj = co}.
On déduit alors, de la propriété de Markov forte et du fait que X7, = j si Tj < oo, que

I = Ry < 00,17 06" < 00) = Bi(liry <oy AT} 00" < o0|Fi1))
— Ei(l{Tj<OO} PXTj (Tjn <)) = Ei(l{Tj<0°}) fJ(Jn) - f”fj(fn)

Par ailleurs, N; étant une variable a valeurs entieres, on a IF;(N;) = > <1 IP;(N; > n).
Comme u;; = I5;(Nj) et comme {N; > n} = {T}" < oo} si X # j et {N; > n} ={T]'"! <
oo} si Xo = j, on obtient immédiatement la seconde propriété énoncée.

Théoréme 1.5.9. (1) On a les équivalences
i récurrent <= ;=400 <= IP(N;=00)=1. (1.5.3)

Dans ce cas, si j ~ i alors j est aussi récurrent, et on a fij =1 et uj; = oo et IP;(N; =
o0) = 1.
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(2) On a les équivalences
i transient <= u; <+oo <= IP(N; =00)=0. (1.5.4)
Dans ce cas, sii~ j alors j est transient et u;; < oo et IPj(N; = oo) = 0.

Ainsi, la récurrence et la transience sont des propriétés de classe: on dira que la classe
C' est récurrente (resp. transiente) si ses points sont récurrents (resp. transients).

Preuve. D’apres le lemme, fi(in) = (fi)" et uy = >_,,~0(fi)", tandis que IP;(N; = 00) =
(n) -

lim,, f;;’: on a donc les équivalences (1.5.3) et (1.5.4).

Supposons i récurrent et j ~ i avec j # i. Comme dans la proposition 1.5.5 il existe n

et m avec a = pg-l) >0et b= p%n) > 0, donc p%&m“) > abpg) pour tout [ > 0. Par suite
ujj > abuy; = oo, et donc j est aussi récurrent. On a de méme wu;; > auj; = oco. Enfin

d’apres la propriété de Markov forte, on a
IPy(T; < 00, T; 00" = 00) = (17,00} IF;(Tj 00" = 00| F)) = f(1 = fiy)-

Mais (1.5.3) pour j donne {N; = 00,T; < oo} = {T; < oo} IPj—p.p., donc a fortiori

IP;(T; < 00,T; 00T = 00) = 0. Donc fj;(1 — fi;) =0, et comme f;; >0ona f;; = 1.
Enfin, comme IE;(N;) = wij = fijuj; si j # 4, la derniere assertion de (2) découle de

ce qui précede. ]

Corollaire 1.5.10. Soit C une classe récurrente, et p un probabilité sur E ne chargeant
que C. On a alors IP,(X,, € C,Vn) =1 et IP,(N; = 00) =1 pour tout i € C.

Preuve. Comme IP,(A4) = > ;o p;jPj(A) pour tout A € F, il suffit de montrer les
assertions si u = €; pour un j € C: la seconde assertion vient de la proposition précédente,
et la premiere de la combinaison de la seconde assertion et de la proposition 1.5.3. O

1.6 Chaines discretes: propriétés ergodiques

Ce qu’on appelle propriétés ergodiques pour une chaine de Markov concerne le com-
portement a l'infini, soit de la chaine elle-méme, soit de ses probabilités de transition
P

On part encore d’une chaine de Markov X avec un espace d’état fini ou dénombrable,
et on utilise toutes les notations du paragraphe précédent. On commense par étudier les
chaines dites irréductibles, i.e. qui ne possedent qu’'une seule classe.

Proposition 1.6.1. Si X est une chaine irréductible récurrente (i.e., tous ses états
sont récurrents), toute fonction surharmonique finie est constante.

Preuve. Soit f surharmonique finie. D’apres la proposition 1.4.4, le processus f(X,,)
est une surmartingale positive sous IP;, donc pour tout temps d’arrét IP,—p.s. fini T on a
FE;(f(Xr)) < Ei(f(Xo)) = f(i). En particulier, comme IP;(T; < co) = 1 pour tout j et
f(X1y) = f(j) si Tj < oo, ona f(j) < f(i). O
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Théoréme 1.6.2. Si X est une chaine irréductible récurrente, la mesure = (p;)
définie par

pi=Ey | Y LX) |, (1.6.1)
0<n<T;,

ou ig est un point arbitraire de E, est invariante et vérifie 0 < pu; < oo. De plus, une
mesure est sous—invariante si et seulement si elle est le produit de p par une constante
arbitraire dans [0, o).

Cela montre en particulier que si y est la mesure associée par (1.6.1) & un autre état
i(, alors u = cp; pour tout 7, pour une constante ¢ €]0, co[. Cela montre aussi que toute
mesure sous—invariante est invariante.

Preuve. a) Soit 7 une mesure sous—invariante. Pour tout m on a nP™ < 7, donc

> Zj njpg-?). Pour tout couple (i,j) il existe n avec pg.r-b)

;. > 0, puisque la chaine est
irréductible: donc n; >0 = n; > 0, et aussi n; < oo = 7; < oo. Par suite, si 7 n’est ni
identiquement nulle ni identiquement infinie (i.e. 7; = oo pour tout i), on a 0 < 17; < 00

pour tout 1.

b) Montrons maintenant I'unicité de la mesure sous—invariante (ni identiquement nulle
ni identiquement infinie), & une constante multiplicative pres. Posons
(1)
~ ij]z A(n) . 5Py

p = =
Y i Pij i

La matrice P = (pij) est a éléments positifs et la somme de chaque ligne est < 1 puisque
7 est sous—invariante. Considérons un point A “extérieur” & FE, et posons Ex = EU{A}.
Ensuite, introduisons la matrice P = (p;;)i jer, suivante:

Di si i,jeE
_ 1= . Dy sii€E,j=A
e JEE LY )
Pij 0 sii=AjEE (1.6.2)
1 sii=j5=A

Cette matrice est associée a une chaine de Markov X & valeurs dans Ea, et sa puissance
nieme est donnée par (1.6.2) également, a condition de remplacer p;; par ﬁfjn) Le potentiel
associé u;; vérifie u;; = n;juj;/n; = oo (car la chaine initiale X est irréductible récurrente)
pour tous %, j € E, ainsi que taa = 00 et ua; = 0 si 7 € E: en comparant au théoréme
1.5.9, on en déduit que X admet deux classes récurrentes, & savoir E et {A}: étant donné
le corollaire 1.5.10, si on part d’un point de E, on ne sort jamais de E, ce qui signifie qu’en
fait la somme des lignes de la matrice P vaut 1 (et la construction de la chaine X sur un

espace étendu Ea était inutile...)

Supposons maintenant que v soit une autre mesure sous—invariante pour P, encore non
identiquement nulle, ni identiquement infinie. Si f(i) = v;/n; on a

ey~ S~ Ml vi _ (WP
f(@) T " < f(i)
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et f est surharmonique pour la chaine récurrente irréductible associée a la transition p.
Donc f est constante par la proposition précédente, et v est un multiple de 7.

c¢) Il nous reste & montrer que (1.6.1) définit une mesure invariante, automatiquement
ni identiquement nulle, ni identiquement infinie, puisque par construction p;, = 1. On a

(uP); = IE; Z PXpi | = Z IE;, (pxn,z‘ 1{n<TiO})

0<n<T;, n>0
= Z E;, (1{i}(Xn+1) 1{n<Ti0}> (propriété de Markov)
n>0
= Ei | Y, 1y(Xan)
0§n<Ti0
= By | Y, 1g(Xn)| = w
0§n<Ti0

ou l'avant—derniere égalité provient de ce que ZO<n<T,‘O Ly (Xnq1) = ZO<n<T¢0 Lgiy (Xn)

IP;,—p.s. (distinguer les cas i = ig et 7 # ig), et la derniére est une nouvelle application de
(1.6.1). O

Corollaire 1.6.3. Si X est une chaine irréductible récurrente et si j est une mesure
invariante ni identiqguement nulle ni identiquement infinie, on a deux cas possibles:

a) p(E) < oo et IE;(T;) < oo pour tout i € E,
b) n(E) = oo et IE;i(T;) = oo pour tout i € E.

Preuve. La mesure p de (1.6.1) vérifie clairement u(E) = IE;,(T;,). A cause de “I'unicité”,
toute les mesures invariantes ni identiquement nulles ni identiquement infinies sont simul-
tanément de masse totale finie (resp. infinie), et le résultat est évident. O

Ce corollaire montre que le temps moyen de retour dans l'état i, soit m; = IE;(T;),
joue un role important. Cela nous amene a une définition:

Définition 1.6.4. On dit que I’état i est positif si m; < oo, et est nul si m; = oo.

Cette terminologie curieuse vient du fait que c’est l'inverse mi qui va jouer un role
dans la suite: il est positif (resp. nul) si ¢ est positif (resp. nul).

Proposition 1.6.5. (1) Tout état transient est nul.

(2) Les états d’une méme classe sont, soit tout positifs, soit tous nuls. On dit alors
que la classe est positive, resp. nulle.

Preuve. Sii est transient on a IP;(T; = oo) > 0, donc a fortiori m; = co: cela donne (1),
et pour (2), il suffit donc de considérer le cas d’une classe récurrente C. On a vu que dans
ce cas, si on part d'un point de C', on ne sort jamais de C: si on se contente de considérer
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des mesures initiales portées par C, on peut donc restreindre I’espace d’état a C' lui-méme:
on obtient ainsi a I’évidence une chaine irréductible récurrente, et le résultat découle alors
immédiatement du corollaire 1.6.3. O

Nous pouvons maintenant passer a un premier théoreme ergodique.

Théoréme 1.6.6. Si i est un état de période d; et si m; = IE;(T;) on a

d; . .
J o sim; < oo (donc d;i < 0o aussi)
U . (1.6.3)
0 st Mm; = 0.

(n)

Comme p;.” = 0 quand n n’est pas un mutiple de d;, on obtient ainsi le comportement

2 (n)

asymptotique complet de la suite p;;’: elle tend vers 0 si m; = oo, et elle alterne entre 0

et une suite convergeant vers d;/m; si m; < oo.

(n)

Preuve. a) Si i est transient, on a u;; < oo, donc la suite p;;” tend vers 0 quand n — oo,
tandis que m; = oo d’apres ce qui précede: le résultat est donc démontré. Dans la suite
on suppose donc ¢ récurrent.

b) On pose d = d;, m = m,, et
hy = IP;(T; = r), A={r>0:h, >0}, B= {7’>Op > 0}.

On sait que d est le PGCD de B, qui est non vide (car i est récurrent) et on va montrer
que d est aussi le PGCD de A (qui est aussi non vide).

Pour cela, notons dy (resp. djy) le PGCD de {r : 1 < r < N,pg) > 0} (resp.
{r:1<r < N,h, > 0}). La suite dy décroit vers d, la suite d, décroit vers le PGCD
de A, donc il suffit de montrer que dy = d/y pour tout N. Comme h; = p;;, c’est évident
pour N = 1. Supposons alors que dy = dj pour un N > 1 donné. D’apres la propriété

de Markov forte, on a
by =BT < X, = i) = F; (1{T<r} Pii T’) Zhspz: o), (1.6.4)

En particulier, on a

(N+ ) _ Byt + ZhspilNH s)

Si alors hyy1 > 0, alors dyy1 et dN+1 sont tous les deux le PGCD de {dy,N + 1}. Si

ensuite hyy1 = pgiNH) =0, o0n a d’N+1 =dyy+1 =dn. Sienfin hy; 1 =0< pE;NH), alors
V41 = dn tandis que dyy est le PGCD de {dn, N + 1}; mais d’apres (1.6.4) il existe

s < N avec hy > 0 et p(N+1 3) > 0, donc dy divise s et aussi N + 1 — s, donc a fortiori

N +1, et on a donc dy41 = dyn: on a ainsi montré le résultat voulu.
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(r)

c) D’apres (b), on a h, = p;;” = 0 si r n’est pas un multiple de d. Donc si k,, = hpq et

(nd)

Pn =Dp;; , larelation (1.6.4) s’écrit aussi

Pn = Zkrpn—r‘ (165)
r=1

Posons A = lim sup,, p,. Il existe une suite ny croissant vers l'infini, telle que p,,,, — A.
Donc (1.6.5) donne pour tout ¢ fixé:

A= hj{fn kqpanq + Z knpann
1<n<nn,n#q
= kg liminf p,,_,+ limsup Z Enpny—n
N N 1<n<ny,n#q
< kK limNinf Pny—q + A1 —kqg)

en appliquant le lemme de Fatou aux “fonctions” n + ppy—nl{,24}, Positives et bornées
par 1, et a la “mesure” n +— kg, qui est une probabilité car f;; = > <, k. =1 (car i est
récurrent). Cela implique que

Pny — A et kg >0 = ppy_q— A
En itérant cette propriété, on voit facilement que

g=o1q1+...+oq, o €N, ki >0 = Dpuy—q— A (1.6.6)

d) D’apres (b), d est le PGCD de A, donc le PGCD de {r : k. > 0} égale 1. 1l
existe donc un nombre fini 51 < ... < s, d’entiers tels que ks, > 0, et que le PGCD de
{s1,...,8r} soit 1. D’apres l'identité de Bezout, cela entraine l’existence d’entiers relatifs
Bi € Z tels que B151 + ...+ Brs, = 1. Si M = sup, |Bi| et s =81 +... + s, et vg = Ms?,
tout v > vy s’écrit v = sq + v’ avec ¢,v' € IN et v/ < s — 1, et donc ¢ > Ms. En utilisant
B181 + ...+ Brsy = 1 on obtient alors v = Y. (¢ + v'Gi)si, et ¢+ /6 € IN, et (1.6.6)
implique

v > g — Dny—v — A (1.6.7)

e) Posons [; = > 7, 41 kn. Comme i est récurrent, on a lp = 1, et comme IP;—p.s. la
variable T;/d ne prend que des valeurs entieres on a

m T; S
S = <d> => P(T, > nd) =) _ln. (1.6.8)
n>1 n=0
Par ailleurs (1.6.5) donne p,, = > ' (l—1 — ly)pn—r, d’ott 'on déduit immédiatement
> bpnr=lopo=1 Yn>0. (1.6.9)
r=0

Nous distinguons maintenant deux cas:
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(A) m < oo: Par (1.6.8) on a ) I, < oo, et p, < 1, donc d’apres le théoreme de
Lebesgue, en utilisant (1.6.7) et en écrivant (1.6.9) pour n = ny — vy, on obtient que
> rsoleA =1, donc A = £ par (1.6.8).

(B) m = oo: D’apres le Lemme de Fatou, en utilisant (1.6.7) et en écrivant (1.6.9)
pour n = ny — vg, on obtient que Zrzo I;A <1, donc A =0 par (1.6.8).

Dans le cas (B), en se rappelant que A = limsup,, p,, on voit que p, — 0 et le
résultat est démontré. Dans le cas (A), on pose A’ = liminf, p,. On peut répéter la
preuve précédente en remplagant partout A par A (il existe en effet une suite n/y telle
que py, — )') et en changeant les sens des inégalités. On obtient finalement que \' =

également, donc A = ), et la suite p,, converge vers %.

O3~

Voici maintenant la description complete du comportement asymptotique des éléments
de la matrice P™:

Corollaire 1.6.7. On a les propriétés suivantes, avec m; = IE;(T;) et d; la période de

(n)

(a) Si j est un état nul (i.e. m;j = o00), alors p;;

— 0 pour tout i € E.

(b) Si j est un état positif et sii ~ j, il existe r;; € {0,...,d; — 1} tel que p(nd itris)

m—J tandis que p(nd i)

=0 pour tout r € {0,...,d; — 1} (wecT?éTij-

(c) Si j est un état positif et si i n'est pas dans la méme classe que j, pour tout
dj+ ;
r€{0,...,dj — 1} on apf” g — fij(r )mjjf ou fij(r) = Zn>0ﬂ3( =nd; + ).

Preuve. Si on pose h( ") = IP;(Tj = n), on a d’apres la propriété de Markov forte
. -T)
Py = BTy <n. X, = j) = <1{T <y P ) Z hs (1.6.10)

Par ailleurs o, hyi’ = fij < 1.
(n)

Si j est nul on a p;;” — 0, donc le théoréme de Lebesgue appliqué a (1.6.10) donne
immédiatement le résultat (a). Dans le cas (b), d’apres la proposition 1.5.6 il existe
rij €1{0,...,d; —1} tel que p(nd it 0 et h(nd g pour tout ' € {0,...,d; —1} avec

" # r;5. On a aussi p(. n)

7 =0 si n n’est pas un multiple de d;, de sorte qu’on peut réécrire
JJ J
(1.6.10) ainsi:

n
p(ndj-l-m‘j) = Z h;;dj+rij)p§§n_5)dj)7

s=1
((n—s)d;)

et comme p:;

> — % un nouvelle application du théoreme de Lebesgue donne le
J

résultat.

Enfin dans le cas (c), on peut réécrire (1.6.10) ainsi:

nd.+r = sd;j+r n—s)d;
Pt = 3 e (i)

s=1
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pour tout r € {0,...,d; —1}. Il suffit encore une fois d’appliquer le théoreme de Lebesgue
pour obtenir le résultat. ]

Le comportement décrit ci—dessus est plutoét compliqué, a cause de la période. On
obtient un résultat moins fort, mais bien plus simple, si on considere les moyennes de
Césaro:

N N
1 N 1
Iy = N Z P", de composantes ﬂ'Z(j ) = N pz(?). (1.6.11)
n=1 n=1
Corollaire 1.6.8. (Théoréme ergodique en moyenne): Lorsque N — oo, la
matrice Il converge (élément par élément) vers la matrice I1 de composantes m;; = %

(avec mi; =0 simj = 00).

. . 1 N
Preuve. Rappelons que si une suite (a,) converge vers a, alors + > . a, converge

. . n
a fortiori vers a. La convergence 7

i Ty découle alors immédiatement du corollaire

précédent (noter que dans le cas (c) de ce corollaire, on a f;; = Zigl fii (). O

Pour terminer ce paragraphe, on va déduire des résultats précédents 1'existence (ou
non...) d’une ou de plusieurs probabilités invariantes pour la chaine.

Théoreme 1.6.9. 5i X est une chaine irréductible, il existe une probabilité invariante
st et seulement si la chaine est positive. Dans ce cas la probabilité invariante est unique
et donnée par p; = %

Preuve. Si u est une probabilité invariante, on a puP™ = p pour tout n, donc aussi
plly = p. Par application du théoreme de Lebesgue on obtient alors pll = p: comme
Tij = n%»? on en déduit p; = n% Cela implique en particulier qu’on n’a pas m; = oo pour
tout j, donc la chaine est positive (et m; < oo pour tout j, cf. proposition 1.6.5).
Inversement si la chaine est positive, ’existence d’une probabilité invariante découle
du corollaire 1.6.3. 0

Le cas non irréductible est évidemment un peu plus compliqué. On note C,, les classes
positives, indicées par un ensemble A. La démonstration du résultat suivant, facile, est
laissée au lecteur.

Théoreme 1.6.10. Il existe au moins une probabilité invariante si et seulement si
l’ensemble A est non vide. Dans ce cas, si on note p(a) = (u(a);), avec p(a); = m% pour
i € Cy et pu(a); =0 sinon, une mesure p est une probabilité invariante si et seulement si

elle s’écrit
p=>Y_ cap(a),
acA

ot les cq vérifient co, >0 et Y o4 Ca = 1.

Ainsi, les p(a) sont les probabilités invariantes extrémales dans ’ensemble — convexe —
de toutes les probabilités invariantes. La probabilité invariante est unique si et seulement
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s’il existe une classe positive et une seule. S’il n’y a pas de classe positive, il n’y a pas de
probabilité invariante.

Enfin, on peut noter le résultat élémentaire suivant:

Proposition 1.6.11. Sil’espace E est fini, il existe au moins une classe positive (donc
récurrente) et donc une probabilité invariante.
Preuve. On a ZjeE WSV) = 1, et comme E est fini on peut passer a la limite en N (cf.
corollaire 1.6.8) et on a Zj mi; = 1: il existe donc au moins un point j tel que m;; > 0,
donc m; < oo. O

Si E est infini, on peut n’avoir que des états transients: par exemple si £ = IN et
pij = 1sij=1i+1et p; =0sinon. On peut aussi n’avoir que des états récurrents nuls:
par exemple si F = Z et p;; = % sij=1i—1ouj=1i+1, et p; =0 sinon; dans ce cas
la chaine X est une “marche aléatoire de Bernoulli”, i.e. X,, = X,,_1 +Y,, ou les Y}, sont
iid. avec P(Y, =1) = P(Y, = -1) = %; il est clair que cette chaine est irréductible,
de période 2, et comme p(()%n) =C3, % on vérifie que ugy = oo, de sorte que la chalne est
récurrente; enfin la mesure u définie par p; = 1 pour tout ¢ est clairement invariante, et
comme elle est de masse totale infinie le corollaire 1.6.3 montre que la chaine est nulle.



Chapitre 2

Processus de population a temps
discret

2.1 Chaines de Markov de vie et de mort

Les chaines de Markov (et, a dire vrai, les processus de Markov & voir ci—apres encore
plus) sont bien adaptés a la description de I’évolution temporelle des populations, en raison
du caractere essentiellement aléatoire des naissances et des morts dans une population, et
du fait que bien souvent la survenue d’une naissance ou d’une mort dépend de 'effectif
total de la population a l'instant considéré, mais pas de ce qui s’est passé avant. On
remarquera que le terme “population” est commode, mais peut aussi servir a décrire le
nombre de clients dans une file d’attente (une “mort” est un départ, une "naissance” est
une arrivée), et bien d’autres choses encore.

La variable X, est 'effectif de la population a la génération n, et est donc a valeurs
dans F' = IN. Si X,, = m, chaque individu vivant a 'instant n meurt (puisqu’on passe de
la génération n a la génération n+ 1), en donnant naissance a un nombre aléatoire de des-
cendants, indépendamment des autres: ces variables sont toutes de méme loi (dépendant
éventuellement de Deffectif m), qu’on note v(m) = (v(m););ev. En outre il y a possibilité
“d’immigration” d’un nombre aléatoire d’individus, indépendant de tout le reste, mais
dont la loi peut aussi dépendre de met est notée n(m) = (n(m);)icv-

Une maniere commode de construire mathématiquement cette chaine est la suivan-
te: sur un espace () (par exemple 'espace canonique adéquat) on se donne une famille
(Xo, Yamg : nym,q > 0),(Zym : n,m > 0)) de fonctions a valeurs dans IV, et F est
la tribu rendant mesurables toutes ces fonctions. Pour chaque probabilité p sur IV, on
note IP, (et IP;, lorsque p est la masse de Dirac en ) I'unique probabilité sur (€2, F) sous
laquelle toutes ces variables sont indépendantes, Xg est de loi p, les Y;, ., 4 sont de lois
v(m), et les Z, ,,, de lois n(m). Partant de Xy, on définit les X,, par récurrence ainsi:

m
Xni1=> Yamg+Zom st Xn=m: m=0,1,..., (2.1.1)
q=1

avec la convention qu’'une somme “vide” vaut 0.

28
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On remarque que X4 est une fonction de X,, et des variables (Y, m g, Znm : m,q €
IN). Donc, a cause des propriétés d’indépendance, il est clair qu'on obtient ainsi une
chaine de Markov relativement & la filtration engendrée par le processus (X,,), et aussi par
rapport a la filtration plus grosse, définie par F,, = 0(Xo, Y1 m.q» Zim : ¢, m € IN, 1 < n—1).
La probabilité de transition de cette chaine est donnée par

pij = > V(@) V(1) gy - V(1) g0 (i) (2.1.2)

41,925, T€EIN:q1+...+qi+r=J

(ot un produit “vide” vaut 1). Dit autrement, la loi (p;; : j € IV) est la convolution de
n(i) et de i fois v(i).

Lorsque les probabilités v(i) et 7(i) sont indépendantes de ¢, on dit que la population
est densité—indépendante, et on limitera essentiellement a cette situation dans la suite. On
dit qu’il n’y a pas d’immigration lorsque n(i)g = 1 (i.e., (i) est la masse de Dirac en 0)
pour tout z.

Les chaines précédentes décrivent 1’évolution d’une population unique, et isolée lorsqu’il
n’y a pas d’immigration. On peut bien—sir compliquer le modele de facon a décrire
I’évolution de plusieurs populations en interaction, ou en compétition. Donnons deux
exemples:

1) Deux populations en interaction, isolées: Il n’y a pas d’immigration, et la génération
n comprend X,(Ll) individus de type 1, et X7(12) individus de type 2. La loi de reproduction
d’un individu de type k = 1,2 si la population comprend m; individus 1 et mg individus
2 est v(my, ma)k = (V(ml,mg)gk))iew). Si alors (Yé%l,m%q tn,my,mo,q € INk =1,2)

sont des variables indépendantes entre elles et aussi des effectifs initiaux X(()k), chaque
Yéﬁ%l,mz,q étant de loi v(my,m2)® on peut poser
my
XP=>"y® e st XV =mi, XP =my: my,mg €N, k=12 (21.3)
q=1

Cela définit une chaine de Markov (X,Sl), XT(LQ)) a valeurs dans IN?, de transition
i i
Divis,jijz = Z 1/(@'1,2'2)((111) H u(il,iQ)g. (2.1.4)
1

qrm €N qit+..+qi =j1,m+.rip=j2 1= m=1

2) Population isolée avec mutation: La situation est la méme que ci—dessus, sauf que
chaque descendant d’un individu de type 1 (resp. 2) peut “muter” et donc étre de type 2
(resp. 1), avec la probabilité a; (resp. ag), les mutations étant indépendantes de tout le

reste. La chaine (X,Sl), X7(L2))est encore markovienne, avec la transition

11
/
o NG q, a—q
Divig,jije = E | | I/(Zl,lz)él)qual (1 —ap)@a

A(in,32,1,52) =1

2
[1 (. i2)2Cr, 05 (1 — ag)™ ", (2.1.5)
m=1
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ou A(i1,12,j1,J2) est Uensemble des familles d’entiers ((qi, ¢}, Tm,71,) : 1 =1,...,01,m =
1,...,i2) telles que 0 < ¢ < g et 0 < 7y, < 7y, et avec jy :q{+...+q§1 +(r—7)) +
vt (rip—ri) et o= (g1 — )+ (g —q;) i+

On peut encore compliquer (ou rendre plus réalistes) les modeles en supposant une re-
production sexuée, avec des invidus males et femelles, ou éventuellement plus de 2 “sexes”
(évolution du nombre de germes catalytiques faisant intervenir 3 ou 4 especes chimiques
par exemple).

Les problemes qui se posent naturellement sont alors le comportement a l'infini: par
exemple, y a-t’il extinction, ou un régime stationnaire, ou “explosion” pour une population
simple, ou extinction d’un des deux types d’individus pour les exemples 1 et 2 ci—dessus 7
D’autres problemes plus complexes peuvent se poser, par exemple que se passe-t’il lorsque
n — oo lorsqu’on se place conditionnellement au fait que X,, > 0 (la population n’est pas
éteinte a l'instant n): c’est I'objet de la “quasi-stationnarité” qu’on étudiera plus loin.
On peut aussi étudier la limite “a grands effectifs”: si X,, tend vers l'infini, existe-t’il une
normalisation (une suite a,, — 0 de nombres positifs) telle que a,, X,, converge, en un sens
convenable, vers une limite non triviale 7, ou étudier ce qui se passe si ’effectif initial
Xy = p tend vers l'infini 7 Ces problemes, complexes, ne seront pas abordés ici.

2.2 La chaine de Bienaymé—Galton—Watson

La chaine de vie et de mort la plus simple est la chaine de Bienaymé-Galton—Watson
(nous abrégeons en BGW). C’est une chaine sans immigration, densité-indépendante. On
a v(m) = v pour tout m > 0, et n(m) est la masse de Dirac en 0. Par suite (2.1.1) s’écrit

m
Xnp1=) Yog st Xp=m: m=0,1,..., (2.2.1)
q=1

ou les Y,, , sont indépendantes entre elles et de Xo, et toutes de loi v.

2.2.1 Résultats élémentaires

Une propriété, immédiate mais fondamentale, est que 0 est un état absorbant: si X, =
0, alors X,,11 = 0. De maniere équivalente, le temps d’atteinte de 0, soit T' = inf(n >
0: X,, = 0) est le temps d’extinction, au sens ou X, = 0 si et seulement si n > 7. On
s’intéresse alors de maniere prioritaire a la loi du temps d’extinction, ou au moins aux
probabilités d’extinction, qui sont les nombres p; = IP;(T < oo) pour i > 1 (bien—sur
po=1).

Une autre propriété importante de cette chaine est la propriété de branchement. Une
chaine de Markov (X,,) a valeurs entieres a cette propriété si sa loi (en tant que ”pro-
cessus”) sous IP; est la méme que la loi de (ZT(«LI) + ...+ Z,(Li))new, ou les ((Z,(Lj))neﬂv :
j=1,2,...) sont des chaines indépendantes entre elles, et qui ont toutes méme loi que la
chaine (X,,) sous IP;: en vertu de (2.2.1), c’est bien ce qui se passe ici (si Xy =7 on peut
écrire en fait X,, = Z;zl fo ), ou Z,(lj ) représente le nombre d’individus vivant a I'instant
n, et descendant du jieme individu initial).
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Remarquons d’ailleurs que la propriété de branchement pour une chaine de Markov
est caractéristique des chaines BGW; en effet la propriété de branchement implique en
particulier que la loi (p;; : j € IN) est la puissance iieme de convolution de la loi (py; :
j € IN); en d’autres termes, on a (2.1.2) avec v(m); = p1; et n(m)p = 1, et la chaine est
BWG. Plus généralement, la propriété de branchement permet de ramener I’étude de IP;
a celle de IP; (IP; est une sorte de puissance iieéme de convolution de IP;). Par exemple,

(n

la loi (pl(?))jew est la puissance iieme de convolution de la loi (plj))jeﬂv' (2.2.2)

IP,(T <n)=IP(T <n)’ (2.2.3)

(pour ce denier fait, on remarque que le temps d’extinction de Z](\}) + ...+ Zq(f) est le

)pourlgjgi).

maximum des temps d’extinction des Z,(lj
Du point de vue des propriétés de la chaine, et en particulier du temps d’extinction,
un certain nombre de cas sont triviaux:

a) Siv; =1: on a X,, = X, effectif de la population ne varie pas.

b) Sivy <letyy+wvy =1: ona X,11 < X, leffectif de la population décroit. On a
T=11Pps. sivy=1,et P(T=k)= v’ si vy (T sui une loi géométrique).

c) Sivy <letyy=0:onaX,1 >X,, leffectif de la population croit, et tend p.s.
vers +o0o, et on a T = oo IP1—p.s.

Dans la suite on élimine ces trois cas, en supposant que
vy > 0, vg+up < 1. (2.2.4)

Proposition 2.2.1. L’état 0 est récurrent positif et, sous (2.2.4), les autres états sont
transients. Si de plus d est le PGCD des i > 1 tels que v; > 0 (donc d € IN* sous (2.2.4)),
les classes sont C' = dIN* = {nd :n=1,2,...}, plus tous les singletons {i} avec i ¢ C.

Preuve. Tout état absorbant est récurrent positif, d’ou la premiere assertion. D’apres
(2.1.2) ou (2.2.1),sii > 1 on a pjp > /4 > 0, donc i meéne a 0, alors que 0 ne meéne pas
pas & ¢ > 1 puisque 0 est absorbant: donc I’état i ne peut pas étre récurrent. Les Y, 4
prennent p.s. leurs valeurs dans {i : v; > 0}, qui est contenu dans C' U {0}, de sorte que
X, € CU{0} p.s. également pour tout n > 1: par suite un état i ne peut mener qu’a 0 et
aux points de C', et tout singleton non contenu dans C' est une classe. Enfin comme tout
point de C s’écrit ny +...4+ny, avec ni > 1 et v, > 0, il est facile de voir que 7 > 1 mene
en fait a tout point de C, qui constitue ainsi une classe. ]

Du point de vue des propriétés ergodiques ou de la stationnarité éventuelle de la chaine
(Xn), tout est dit dans la proposition précédente: il y a une seule classe récurrente {0},
et une seule probabilté invariante, la masse de Dirac en 0: la chaine est stationnaire si et
seulement si elle part de 0, et elle reste alors toujours en 0...

Du point de vue des applications, en revanche, beaucoup reste a faire: le calcul des p;,
la loi de T', la ”vitesse d’explosion” si X, tend vers +o0, etc...
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2.2.2 Le comportement a l’infini

Les propriétés ergodiques nous donnent, plus ou moins, le comportement ”en loi” de
X, pour n grand. Il se trouve que pour les chaines BGW on a bien mieux, a savoir une
convergence presque sure.

Nous avons besoin pour cela d’un outil commode, & savoir la fonction génératrice de
la loi v: c’est la fonction sur [0, 1] donnée par

p(s) = vis' = B(s"™). (2.2.5)
=0

On introduit aussi les deux premiers moments de cette loi:

oo oo
m= ZiVi (< 400), my = Z’i2VZ‘. (2.2.6)
i=1 =1

On sait que ¢ est C* sur [0, 1], et est une fois (resp. deux fois) dérivable a gauche en
s = 1 si et seulement si m < oo (resp. mg < o0), et dans ce cas m = ¢'(1) (resp.
my —m = ¢"(1)). On note (™ la nieme itérée de ¢: on a (0 (s) = s et P+ = Yo (™),
remarquer que @) = ¢). Enfin on pose

so :=inf(s € [0,1] : p(s) = s). (2.2.7)
Commengons par un lemme.

Lemme 2.2.2. On suppose (2.2.4).

a) Sim <1 onasy=1, et p™(s) — 1 pour tout s € [0,1].

b) Sim > 1 (y—compris quand m = o0) on a 0 < sop < 1 et les seules solutions de
Véquation ¢(s) = s dans [0,1] sont s = sg et s = 1, et p™(s) — 59 pour tout s € [0,1] (et
bien-sir o™ (1) = 1).

¢) Simy < oo et m = 1, pour tout s € [0,1] la suite 1 — @™ (s) est équivalente

m quand n — 0.

d) On a1— oM™ (s) <m"(1—s).

Preuve. D’apres (2.2.4) la fonction ¢ est strictement convexe, avec ¢(0) = vy > 0
et p(1) = 1, et la pente de la tangente a sa courbe représentative au point d’abscisse
s =1 est m (que m soit fini ou infini). Les premieres assertions de (a) et (b) sont alors
évidentes. De plus ¢(™(s) croit strictement avec n si s < sg, et décroit strictement si
s> 50, et (™ (s9) = sg. Par suite ¢(™(s) tend vers une limite s;, vérifiant nécessairement
©(s1) = s1 et aussi 51 < 1si s> sg: donc s; = sp et on a la fin de (a) et (b).

Passons & (¢). On pose a = (my—1)/2. On a a > 0, et un développement au voisinage
de s = 1 montre que pour s € [0, 1],

1=p(s) =1 =)A= (1 =s)(a+(s)), o limy(s)=0,
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puisque ¢'(1) =1 et ¢”(1) = 2a. Par suite

1_;(8):1i8+a+F(5), ol lln%r(s)zo'
Il vient alors . |
1—oUt(s)  1—U)(s) +a+T (" (s)),
et en sommant ces égalités pour 7 =0,1,...,n — 1, on arrive a
1 1 n—1 '
1= o (s) =1 s + na + Ay(s), ot Ay(s) = JZ;F(SO(”(S))

Pour s € [0, 1] fixé, on sait par (a) que pU)(s) — 1, donc T'(¢\¥(s)) — 0, quand j — oc.
On en déduit que A, (s)/n — 0, et donc

1 1 1 2

1— o™ ~— =
ws) = na 14 (1 )+An(5) na n(mg — 1)

On a donc (c). Enfin I'inégalité 1 — ¢(s) < m(1 — s) est évidente, et en itérant on obtient
immédiatement (d). O

Traditionnellement, on distingue trois cas:

e Le cas sous—critique, quand m < 1,
e Le cas critique, quand m =1,

e Le cas sur—critique, quand m > 1 (y—compris m = +00).

Théoréeme 2.2.3. a) Dans les cas sous—critique et critique (m < 1) on a P;(T <
o0) = 1: on a extinction presque sire, et en particulier X, tend p.s. vers 0.

b) Dans le cas sous—critique on a IE;(T) < oo, tandis que IE;(T) = 0o sii > 1 dans le
cas critique, dés que meo < 0.

c¢) Dans le cas sur—critique (m > 1), sous IP;, la suite X,, converge presque surement
vers une limite Xoo qui ne prend que les 2 valeurs 0 et +00, avec les probabilités:

Pi(Xoo =0)=IP(T < 00) =p; = 88,  Pi(Xeo = +00) =1—s). (2.2.8)

Preuve. Commencons par un résultat auxiliaire. La fonction génératrice v, (s) =
IEy(s%7) de X, sous IP; vérifie, en vertu de (2.2.1):

[e.9]

Ynpi(s) = Z (sTmrttnat e o)
=0

= D () Pi(Xn=q) = ¥ulp(s)),

q=0
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ou la seconde égalité provient du fait que les Y;, ; sont indépendantes entre elles et de X,
et de fonction génératrice ¢. Donc 1, = ¢, et (2.2.3) et le lemme 2.2.2 impliquent,
puisque {T' < n} = {X,, = 0}, que

IP{(T < n) =IP(T <n)" =,(0)" = (¢™(0)) — s} (2.2.9)

quand n — oo: cela implique IP(T < oo) = 1si m < 1, d’ou (a), et (T < o0) = s
quand m > 1.

On a aussi

B(T) = > BT > n) = 3 (1= ¢™(0)) = > (1= (1= (1= ™)) .

n>0 n>0 n>0

Donc si m < 1 le lemme 2.2.2(d) entraine IF;(T") < oo, tandis que si m =1 et ma < oo le
lemme 2.2.2(c) entraine IF;(T) = oo si ¢ > 1 (et bien-sur [Ey(7") = 0): on a donc (b).

Il reste a étudier le comportement asymptotique de X,, quand m > 1. On va considérer
le compactifié IN de IN. Dans cet espace compact, chaque trajectoire n — X, (w) admet
au moins un point d’accumulation, et pour j € IN on note (1; I'ensemble des w tels que
n — Xp(w) admette j pour point d’accumulation: ainsi Q@ = U;$; (attention: les Q; ne
sont a priori pas deux-a-deux disjoints). Comme chaque j € IN est isolé, I’ensemble €;
pour j € IN est aussi ’ensemble des w tels que X, (w) passe une infinité de fois en j.
Comme j est transient des que j € IN* on en déduit que IP;(€2;) = 0. Par ailleurs, comme
0 est un état absorbant, les ensembles Qg et {T' < oo} sont égaux IP;-p.s., et donc en
particulier IP;(Q9 N Q) = 0: en rassemblant tous ces résultats, on voit qu’a des ensembles
IP,—négligeables pres, les deux ensembles g et 0o, constituent une partition de €2: donc
IP,—presque toutes les trajectoires de X, tendent vers une limite X, qui ne prend que les
valeurs 0 et 400, et de plus on a {Xo =0} = {7 < 0o} IP;—p.s.: on a donc (c). O

Noter que la formule (2.2.9) nous donne en fait la loi de la variable T" sous IP; (donc
aussi sous IP;, d’apres (2.2.3)), a savoir

0 si n=20
P (T =n)=1{ ¢™(0)— o 1D(0) si ne IN* (2.2.10)
1—sg si n = +oo.

Lorsque m < 1, cette formule décrit completement le comportement asymptotique de
X,. Dans le cas sus—critique il est intéressant de préciser ”a quelle vitesse” X, tend vers
Iinfini, sur l’ensemble {7 = oo} (qui est de probabilité strictement positive). On peut
traiter le cas général, mais nous nous limiterons au cas ou les Y;, ; ont un moment d’ordre
2 fini:

Théoréme 2.2.4. Simy < oo et m > 1, la suite X, /m™ converge IP,—p.s. vers une
variable alétoire Y qui est p.s. strictement positive sur l’ensemble {T = oo} et telle que
E;(Y)=1.

Ce résultat dit alors que, sur ’ensemble ol il n’y a pas extinction, la croissance de
X, vers 400 est exponentielle (en m™): c’est I'expression mathématique de la “loi de
Malthus”.
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Preuve. Posons U, = X, /m™. Considerons la filtration (F,) décrite apres (2.1.1).
Comme m et mo sont les deux premiers moments de toutes les variables Y, 4, on a d’apres
(2.2.1):

Ei(Xpi1|Fn) = mX,, Ei(X2 4| Fn) = maXy, + m* X, (X, — 1),

et donc m
Ei(Un1|Fn) =Up,  Ey(U2, | Fn) < mTjQ U, + U2,

Par suite IF;(U,,) =i et donc

. . n .

2 2 1m2 2 1M i .9 1Mo

E;(Uyt) < Ei(Uy) + oz S Wzm I <at py——Y

On en déduit finalement que U, est une martingale uniformément intégrable, qui converge
donc IP;p.s. et dans IL'(IP;) vers U = liminf,, U,, et en particulier IF;(U) = i.

Il reste & montrer que U > 0 IP;—p.s. sur {T" = oo}. On pose ¢; = IP;(U = 0). En vertu
de la propriété de branchement, la loi de U sous IP; est la méme que celle de UM 4. . .4U®
ott les U7) sont des v.a. indépendantes, de méme loi que U sous IP;: par suite on a ¢; = q.
Par ailleurs si 6 est la translation associée a la chaine (X,,) (rappelons que X, 00 = X,,11),
on a évidemment U = U o §. Donc d’apres la propriété de Markov,

Py(U = 0|F1) = IP,(U 06 = 0|F)) = IPx, (U = 0) = ¢;"".

En prenant I’espérance, on obtient ¢, = IF1(¢*') = ¢(q1). Donc ¢ est solution de
Iéquation p(s) = s, équation qui dans [0, 1] admet les deux solutions s = 1 et s = s9. Or
IE1(U) = 1 implique que ¢ = IP;(U = 0) < 1, donc nécessairement ¢; = so et ¢; = 36
c’est-a-dire IP;(U = 0) = IP;(T < o00). Mais on a a l’évidence {T' < oo} C {U = 0}, donc
nécessairement U > 0 IP;—p.s. sur {T = oco}. O

2.3 Chaine BGW avec immigration

Ainsi qu’on vient de le voir, la chaine BGW a un comportement limite “dégénéré”
en un certain sens, et il n’y a pas de probabilité invariante hormis la masse de Dirac en
0. La situation devient différente, avec notamment ’existence possible de probabilités
invariantes non triviales, lorsqu’on ajoute une immigration.

Soit donc une chaine de vie et de mort densité—indépendante avec immigration. On a
v(m) = v et n(m) = n pour tout m, et on suppose bien—siir que 79 < 1 sinon on retrouve
la chaine BGW. Au lieu de (2.2.1), on a

m
Xnp1=> Yag+Zn si Xp=m: m=0,1,..., (2.3.1)
q=1

ou les Y, , et Z, sont indépendantes entre elles et de Xy, les Y,, , sont de loi v et les Z,,
de loi 7.

La différence essentielle avec la chaine BGW simple (sans immigration) est que 0 n’est
plus un état absorbant, puisque po; = 7; est strictement positif pour au moins un ¢ > 1.
A nouveau, certains cas sont inintéressants:



36 M2 2004-05: Processus de Markov — Chapitre 2

a) Siyy=1: on a X,4+1 = Z,, et la chaine se réduit a une suite de v.a. indépendantes
et de méme loi.

b) Sivy =0: on a X, 41 > X, et X,, tend en croissant vers +oo.

c) Sivy =1: ona X,11 = X, + Z, et la chaine est une marche aléatoire croissante,
qui tend p.s. vers 4oo.

Dans la suite on suppose donc que
0<wy <1, v <1, Mo < 1. (2.3.2)

On utilisera les notations ¢, m et my de (2.2.5) et (2.2.6), ainsi que les itérées (™. On note
aussi m' = >,~1; le nombre moyen d’immigrants & chaque instant. On se contentera
du résultat suivant, en supposant si besoin est ’existence de moments.

Théoréme 2.3.1. Supposons (2.3.2).

a) Sim>1, ousim=1 et mg < oo, il n’y a pas de probabilité invariante, et les états
sont donc tous nuls.

b) Sim <1 et m' < oo il existe une probabilité invariante et une seule, et la classe
positive correspondante contient le point r = inf(i : n; > 0).

La description précise de la classe positive est un peu compliquée en général. Lorsque
v1 > 0, c’est simplement C' = {r,r 4+ 1,...}, et dans tous les cas les singletons {i} pour
i <r (quand r > 1) sont des classes transientes.

Preuve. Soit ®(s) = ;5 n;st (fonction génératrice des Z,,). Si ¢;n(s) = IF;(sX"), on
déduit de (2.3.1) que

NE

’(/17,77'7,—‘,—1 (S) — Ez (SYn,1+...+Yn,m+Zn 1{Xn:m})

0

3
|

[
Nk

D(s)ip(s)™ IPi(Xn =m) = (s)thin(p(s))-
0

3
I

En itérant cette relation, et comme 1;o(s) = s', on voit que

n—1

q=0
Si de plus il existe une probabilité invariante p = (u;), dont la fonction génératrice est
notée R(s) =), p;s", il vient alors pour tout n > 1:

n—1
R=Ropm H P o9, (2.3.4)
q=0
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On sait ¢(™(s) — so quand n — 0o (cf. Lemme 2.2.2) Si0 < s < 1ona0 < ®(s) < 1,
donc la suite HZ;S ® o (9 (s) converge vers une limite ¥(s) € [0,1[ si s € [0,1[, et on a

se€[0,1] = R(s) = R(so) ¥(s). (2.3.5)

Nous allons alors distinguer diverses situations:

(i) Supposons m > 1, de sorte que sy €]0,1[. On a R(sg) = R(s0)¥(so) et ¥U(sp) < 1,
donc nécessairement R(sg) = 0, donc R ne peut pas étre une fonction génératrice et il n’y
a pas de probabilité invariante.

(ii) Supposons m =1 et mg < oco. Onal—®(s) > (1 —n)(1—s) et le lemme 2.2.2(c)
entraine que (9 (s) ~ a/q quand ¢ — oo, pour tout s € [0, 1[. Par suite 1 — ® o (@ (s) >
bs/q pour tout ¢ > 1, o by > 0 (si s < 1). On en déduit que le produit infini définissant
U(s) diverge, donc ¥(s) = 0: donc R(s) = 0, et R ne peut pas étre une fonction génératrice
et il n’y a pas de probabilité invariante.

(iii) Supposons m < 1 et m’ < oco. On a 1 — ®(s) < m/(1 — s), et on sait que
1—p@(s) <mi(1 —s) (lemme 2.2.2(d)). Par suite 1 — ® 0 (@ (s) < m/mI(1 — s), tandis
que @ (s) > 0 pour s > 0 et ®(s) > 0si s > 0: donc le produit infini définissant ¥(s)
converge lorsque s €]0,1]: on a 0 < ¥(s) < 1 pour tout s €]0,1[. Comme par ailleurs
0™ (s) = 1 si n — 0o, on déduit de (2.3.3) que

0<s<1 = Yin(s) — ¥(s) > 0. (2.3.6)
Si on avait pz(;l) — 0 (quand n — oo) pour tout j, le théoréeme de Lebesgue entrainerait
que 1; ,,(s) — 0 pour tout s € [0, 1], ce qui contredirait (2.3.6). Par suite il existe au moins

un j tel que pﬁ?) ne tende pas vers 0. D’apres les résultats ergodiques sur les chaines de
Markov, il en découle que j est un état récurrent positif, et il existe donc au moins une
probabilité invariante. Cette probabilité invariante est unique, car sa fonction génératrice
est R = ¥ d’apres (2.3.5) (rappelons que sp = 1 ici). Enfin, on a p;; = v/ > 0, donc tous
les états menent a r qui doit donc appartenir a la classe positive. O

2.4 Les probabilités quasi—stationnaires

La chalne BGW a été introduite historiquement en vue de modéliser 1’évolution du
nombre de personnes ayant un patronyme donné, dans la noblesse anglaise. Il s’agissait
d’une part d’étudier I'extinction éventuelle d’un patronyme, d’autre part d’évaluer, a
I'instant courant, la loi du nombre de personnes (ou de familles) ayant un patronyme
donné.

Si cette chaine modélise correctement 1’évolution de 'effectif (génération par généra-
tion) d’un patronyme donné, ce dont on peut évidemment douter, ’extinction a été étudiée
ci—dessus. Quant au second probleme, “I'instant courant” signifie qu’on regarde une sorte
de phénomene “stationnaire” pour un patronyme ancien; mais bien-stir on ne considere que
les patronymes existant (c’est-a-dire, non éteints) a l'instant courant. Mathématiquement,
on s’intéresse donc aux quantités IP;(X,, = j/T > n) = P;(X,, = j/X, # 0) pour tout
7 =1,2,..., et ceci quand n est grand.
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Nous allons voir que sous des hypotheses adéquates, les IP;(X,, = j/T > n) convergent
pour tout j > 1 vers des limites 7, bien-slir positives, et vérifiant Zj m; = 1: on a
donc une sorte de “théoreme ergodique conditionnel”. Ce phénomene n’est pas propre
aux chalnes BGW, mais concerne une large classe de chaines de Markov ayant un état
absorbant.

Nous nous plagons donc dans le cadre du chapitre précédent: on a une chaine de
Markov (X,,) de transition P = (p;;), avec un état absorbant. Ce n’est pas une restriction
de supposer que l'espace d’état est IN et que I’état absorbant est 0, donc notre hypothese
revient a dire que

Ppoo = 1, 121 = pu<l (2.4.1)

Le temps d’absorption est 7' = inf(n : X;,, = 0) et X,, = 0 si et seulement si n > T.
Comme d’habitude on note IP; la probabilité sur I'espace de probabilité, pour laquelle
Xo = 1 presque surement. Supposons aussi qu’il existe une fonction réelle g sur IV et un
réel A > 0 tels que

Pg = \g, g(0) =0, g{g(z) > 0. (2.4.2)

Lemme 2.4.1. La formule q;; = pf\ﬁg) pour i,7 > 1 définit une probabilité de transi-

tion Q = (qi;) sur IN*, dont la niéme puissance Q" = (qg-l)
(n) _ pl(?) 9(j)
TGij = \n 9(i)

est donnée par

(2.4.3)

Preuve. On a ¢;; > 0, et puisque g(0) =0,

Z%‘j = /\glu) sz’jg(j) - szjg(j) _ ! (Pg)(i) = )‘9@ — 1,

i1 i1 AG) = Ag(i)

ot on a utilisé Pg = A\g. Cela prouve la premiere assertion. La relation (2.4.3) est vraie
pour n = 1. Si on la suppose vraie pour n — 1, il vient

(n—1)

() (n—1) pirg(k) Pr; 9()
o = ang; = > L
’ k>1 H =1 Ag(i)  Ar—lg(k)
j ; (n) /-
9(9) 3 (n—1) 9(4) -1y _ Pij 9(j)
Arg(i) =N g (i) kz>0 kj NZI0)

ot on a utilisé 0 < g(k) < oo pour k > 1, ainsi que le fait que p((]?_l) =0sij>1. Ona

donc montré (2.4.3) par récurrence. O

On déduit en particulier de (2.4.2) et (2.4.3) que pg) >0 qu) >0sii,j>1. Par
suite, si Cyp = {0} et C1,Cy,... désignent les classes de la chaine (X,,), il est immédiat

que:
La période de ’état i > 1 est la méme pour les chaines de transitions P et @, (2.4.4)

Les classes de la chaine de transition ) sont C1,Cs, ..., (2.4.5)
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Théoréeme 2.4.2. a) Supposons (2.4.1) et (2.4.2) avec un A < 1. On a alors IP;(T <
o0) =1 pour tout i, et les états i > 1 sont transients pour la chaine (X,,).

b) Supposons en outre que la chaine de transition Q@ admet une unique classe positive
C, apériodique, et si m1 = (m;)i>1 désigne l'unique probabilité invariante pour () (donc
m; > 0 si et seulement si i € C'), on a pour tous i,j > 1:

B (X, = j/Xa £0) = py = %, (2.4.6)

et = (pj)j>1 est aussi une probabilité, portée par C.

La probabilité u s’appelle la probabilité quasi—stationnaire de la chaine (X,,). Il existe
une version plus générale de ce théoreme, lorsqu’il y a plusieurs classes positives et/ou
lorsque la période differe de 1: cette version générale est laissée au lecteur.

Preuve. (a) Si a = inf;>1 g(i), on a

alPi(T >n) =ay_p\? < P"g(i) = \"g(i),

Jj=1

qui tend vers 0 quand n — oo puisque A < 1. Comme a > 0, on en déduit la premiere
assertion. De plus IP;(T < oo) = 1 entraine que la chaine ne passe IP;—p.s. qu’un nombre
fini de fois en ¢ > 1, puisque 0 est absorbant, donc 7 est transient.

(n)
ij
(J) = >_;>1mh(j) pour toute fonction bornée h. Mais si i,j > 1,

(b) Sous I'hypothese supplémentaire, on a ¢;;” — 7;, et méme (d’apres le théoreme de

Lebesgue) > ., qg-l)h
(2.4.3) implique
(n) O
. Dj; a;;"/9(J)
P =i/ Xn#0) = Sy = =y, o
> k>1Pik > k=1 Gy /9(F)

(car la fonction 1/g est bornée sur IN*), et la convergence (2.4.6) est alors immédiate. La
propriété j>1 My est également évidente. O

Ce résultat nous donne le comportement limite (en loi) de X,,, sachant X,, # 0. Il
est également intéressant de déterminer le comportement limite de la chaine (X;)o<j<n &
“horizon fini” N (arbitrairement grand, mais fixé), sachant que X,, # 0, lorsque n — oo.

Théoréme 2.4.3. Soit les hypothéses du théoréme 2.4.2(b). Soit N > 1 fizé. La
chaine (X))1<i<n converge en loi, sous les probabilité conditionnelles IP;i(./ X, # 0) et
lorsque n — 00, vers une chaine de Markov a valeurs dans IN*, partant de i et de transition

Q.

Remarquer que la chaine (X;)1<;<n n'est pas une chaine de Markov sous les IP;./ X, #
0) (puisqu’il y a un conditionnement par rapport au futur). Remarquer que ’événement
conditionnant {X,, # 0} a une probabilité qui tend vers 0. Enfin, une maniére équivalent
d’énoncer le résultat consiste a dire que

P;(Xo =i0, X1 =i1,..., XN = in/Xn #0) — 0iigQigi1Givia - - - Gin_rin (2.4.7)
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pour tous i; > 1, lorsque n — oo, et ol d;; est le symbole de Kronecker.

Preuve. On va en fait montrer (2.4.7). Notons (pour ip,...iy fixés) les membres de
gauche et de droite de (2.4.7) par 7, et 7 respectivement. En utilisant (2.4.3), on obtient

n—N
Zk>1pz )
Yo = OiigPigirPiriz - - Pin_1in —— 5
Zk>1pzok
. . . n— n—N .
= i )‘qiohg(lﬁ) )‘Qilizg(ll) )\qiNfll‘Ng(ZN) Zk21>\ NqZ(Nk )g(ZN)/g(k)
*glm)  g(ia) g(in-1) 1 A g (i) /g(k)

i1 ai ™ gk )
Zk21 quk/g( )

On a vu dans la preuve précédente que ) ;- qu)/g(k) — D k>1Tkg(k), de sorte que
I’expression précédente tend vers v, et on a le résultat. ]

Revenons a la chaine BGW, pour laquelle nous utilisons les notations m, mo et ¢
du paragraphe 2.2. Nous supposons (2.2.4), et C est la classe transiente décrite dans la
proposition 2.2.1.

Théoréme 2.4.4. Sim < 1 (cas sous—critique) et mgo < oo, il existe une (unique)
probabilité quasi-stationnaire g = (f;)i>1: pouri > 1, on a

et p; > 0 si et seulement sii € C. De plus pour tout N fizé, la chaine (X;)1<i<n converge
en loi, sous la probabilité conditionnelle IP;(./ X, # 0) avec i > 1 et quand n — oo, vers
une chaine de Markov a valeurs dans IN* partant de i et de transition q;; = jpsj/im.

Preuve. D’apres la preuve du théoreme 2.2.4 on a IF;(X;) = im, de sorte que (2.4.2)
est satisfait avec la fonction identité ¢g(i) = ¢ et A = m < 1, tandis que (2.4.1) est trivial
ici. On associe a P les matrices de transition @ et Q™ par (2.4.3). D’apres la preuve

de la proposition 2.2.1 on a p(?)

i =0sin>1etj¢ CU{0}; par suite les singletons
{j} pour j ¢ C et 7 > 1 sont aussi des classes transientes pour la chaine de transition
Q. D’apres (2.4.5), C est alors I'unique classe de la chaine assocnee a @ qui peut étre
récurrente positive. Enfin, si ¢ = inf(j > 1,v; > 0, on a p;; = v; 1/0 b 0, de sorte que la

période de j, donc de la classe C, est 1 pour la chaine (X,,), donc aussi pour celle associée
a @ (par (2.4.4)).
Pour pouvoir appliquer les théoremes 2.4.2 et 2.4.3, il nous suffit alors de montrer que

(n)

q,; ne tend pas vers 0 pour tout ¢ > 1. Pour cela, on opere comme dans la preuve du

théoreme 2.3.1 (cas (iii)): si Pp(s) =D ;54 q§z)s converge vers une limite non nulle pour

(n)

un s €]0,1[, alors il existe ¢ > 1 tel que ¢y;” ne converge pas vers 0. On a (rappelons
A=met g(k) =k):

n+1) X
n+1(s ZP( is = = By (Xpi157H)
i>1

mTLJrlq)
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= Y B ((Yaa + .o 4 Yog)s Tl )

)

= Y o7 s ¢(s) By(Xal(x,—q))

= 2 B (™) = w00,

ot la troisieme ligne vient de ce que IE(Y, s¥") = s¢'(s) et de ce que les Y,,, pour

r=1,2,... sont indépendantes entre elle et de X,,. Par suite, comme ®y(s) = s, on a
nl o @
¢ o p\P(s)
o —
n(s) =s ;IEJ(:) m

Noter que 0 < ¢'(s) < m pour tout s € [0,1], & cause de (2.2.4), donc 0 < P, (s) < 1
si 0 < s < 1. II nous suffit alors de prouver que le produit infini de terme général
¢’ 0D (s)/m est convergent (ce qui signifie que ®(s) converge vers une limite ®(s) > 0),
et ceci est réalisé si la série de terme général uy := 1 — ¢’ o ©@(s)/m est absolument
convergente. En vertu des hypotheses, il existe une constante a telle qu’on ait

/
0<1-2) _ 0y
m
On sait aussi que 0 < 1 — p@(s) < mi(1 —s). Donc 0 < u, < ami(1 — s), et on a le
résultat puisque m < 1. O

2.5 Les chaines densité—dépendantes

Nous allons considérer maintenant, de maniere un peu superficielle, les chaines BGW
qui sont densité—dépendantes, mais toujours sans immigration. Cela revient a considérer
la chaine donnée par (2.1.1) avec Z,,, = 0. L’état 0 est toujours un état absorbant, et
le temps d’extinction est encore T' = inf(n : X,, = 0). En revanche, la “propriété de
branchement” n’est plus valide.

Typiquement, une telle chalne modélise 1’évolution d’une population de type BGW,
mais avec des “ressources limitées” qui diminuent le taux de reproduction lorsque 'effectif
de la population augmente. Ainsi, il est naturel de supposer les conditions suivantes sur les
moyennes m(r) des lois de reproduction v(r) et les probabilités de mort sans descendance:

m(r+1) < m(r), v(r)o < v(r+1)o. (2.5.1)

On pourrait démontrer des résultats analogues a ceux des chaines BGW standards,
mais nous nous contenterons d’un résultats tres partiels sur I’extinction. Rappelons que

m(r) <1 implique v(r)o > 0, puisque m(r) =3 ;5 jv(r); = > 51 v(r); =1 —v(r)o.

Théoréme 2.5.1. Supposons que v(r)g > 0 pour tout r > 1 et que m(r) < oo pour
tout r > 1 et m(r) < a sauf pour un nombre fini de r, avec un a €]0,1[. On a alors
IP,(T < 00) =1 (extinction p.s.).
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Noter que sous (2.5.1) les hypotheses de ce théoreme se réduisent a v(1)y > 0 et
lim, oo m(r) < 1.

Preuve. Comme v(r)g > 1—m(r) > 1—asi m(r) <a, on ab=inf, v(r)y > 0, d’apres
les hypotheses.

Le méme calcul que dans le théoreme 2.2.4 montre que IF;(X,+1|Fn) = Xpom(X,)
(avec m(0) = 0). Ainsi, la suite

7 _ Xo, si n=20
" X/ Iy mX) sin>1

est une martingale positive, d’espérance IF;(Z,) = i. Elle converge alors IP,—p.s. vers une
limite finie Z. Par suite M := sup,, Z, < oo IPi—p.s., et on a

Xp < MU,, ou Uy=]]m(X). (2.5.2)

Comme 0 est un état absorbant, le nombre de fois ou X, passe en j > 1 entre les
instants 0 et N égale le nombre de fois ou X,, = j et X411 > 0 pour n entre 0 et N — 1,
plus éventuellement 1. Donc si j > 1,

N N—1
an(i,j) = ]Ei(z Lix,—j3) <1+ Ez‘(z L X, =), X a1 >0})-
n=0 n=0

Mais pjo = V(j)%, donc d’apres la propriété de Markov,
Pi(X, =j,Xpt1>0)=(1—- V(j)%)Ei(l{Xn:j}) <(1- bj)JEi(l{Xn:j})

et on déduit que '
OéN(’L,j) <1+ (1 - b])O[Nfl(i’j)’

En itérant cette relation et comme ag(i,j) < 1, on arrive & ay(i,j) <1+ (1 =) +...+
(1—-v)N < 1/b/. En faisant tendre N vers I'infini, on voit que IF;(N;) < oo, olt Nj est le
nombre de visites de la chaine en j.

Si C désigne 'ensemble (fini) des r tels que m(r) > a, on a de maniére évidente
U, <a"V,ouV = HjeC m(j)™i, et comme chaque N; est p.s. fini on a V < co p.s. Par
suite U, — 0 p.s., donc (2.5.2) entraine que X,, — 0 p.s. Comme X, est & valeurs entieres
et que 0 est abosrbant, cela donne le résultat. ]

La preuve précédente montre aussi que, sous la seule condition inf,~ v(r)y >, la suite
X, tend vers 0 ou vers 400 presque stirement, exactement comme dans le théoreme 2.2.3.
On pourrait montrer que a < 1 au lieu de a < 1 est suffisant dans le théoréme ci—dessus.
En revanche, les criteres pour que IP;(T < o) < 1 (et donc IP;(X,, — +00) > 0) sont plus
délicats a exprimer.



Chapitre 3

Les processus de Markov

3.1 Processus de Markov généraux

Dans ce chapitre on va aborder les processus a temps continu, indicés par IR .

3.1.1 Définitions

Soit (E,E) est espace mesurable quelconque. Exactement comme pour les chaines
de Markov, il y a plusieurs définitions pour les processus de Markov; mais nous allons
d’emblée nous situer dans un cadre comparable a celui des définitions 1.3.1 et 1.3.2, dans
le cas homogene.

D’abord, on suppose donnée une famille (P;);>¢ de probabilités de transition de (£, &)
dans lui-méme, avec Py = I (I'identité). Cette famille sera appelée un semi-groupe si elle
vérifie

Pt+s :PtPs \V/S,tZO (311)
Ensuite, soit (2, F, (Ft)t>0,P) un espace probabilisé filtré (les F; sont des sous-tribus
de F avec Fy C Fgsit < s). Un processus adapté est une famille (X;);>o de variables
aléatoires a valeurs dans (F, £), telle que chaque X; soit F;—mesurable. I’analogue, dans
le cas homogene, de la définition 1.3.1 est alors:

Définition 3.1.1. Le processus (X;) sur (Q,F, (F¢)e>0, P) est dit vérifier la (Fy)—
propriété de Markov, 8’1l existe un semi-groupe de transitions (FP;) tel que pour tous s, > 0
et toute fonction mesurable f, positive ou bornée,

E(f(Xes)|Fr) = Pof(X3). (3.1.2)
Si Fy = 0(Xs : s <t), on parle simplement de la propriété de Markov.

Pour lanalogue de la définition 1.3.2 on part de I’espace  muni du processus (X;),
on pose F; = o(Xs : s < t) et F =\, F, et on suppose donnée une famille (6;);>0
d’applications de € dans lui-méme, telle que

00:.[, es—i-t :0509t7 X5+t:X509t, VS,tZO (313)

43
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On se donne enfin une famille (IP,)zcr de probabilités sur (Q,F) telle que x +— IPy(A)
soit E-mesurable pour tout A € F, et vérifiant IP,(Xo = z) = 1 (cf. (1.3.4)) . On définit
IP,,, pour toute probabilité p sur (E, &), par la formule (1.3.6): P, (A) = [ Py(A)u(dz).

Définition 3.1.2. Le terme X = (Q,F, (Fy), (0¢), (Xt), (IPy)) est un processus de
Markov 8’1l existe un semi-groupe de transitions (P;) tel que pour tout = € FE, tous
s,t > 0 et toute fonction mesurable f, positive ou bornée,

Ey(f(Xets)|Fe) = Pof (Xy). (3.1.4)

On a alors 'analogue de la proposition 1.3.3:

Proposition 3.1.3. 5i X est un processus de Markov, pour toute probabilité p sur
(E,€), la loi de Xo sous IP, (loi initiale) est . De plus pour tout t > 0 et toute variable
aléatoire réelle Y sur (2, F), positive ou bornée, la variable Y o 0y est F-mesurable et on
a:

E#(Yoﬁt|}'t) :]EXf(Y) (315)

Preuve. La premiere propriété se montre comme dans le cas discret. D’apres le théoreme
des classes monotones 1.2.2, pour la seconde assertion il suffit de montrer le résultat quand
Y est de la forme Y =[]/ fi(X¢,), pour des fonctions bornées mesurables f; et des temps
0=ty <...<tm. DanscecasY ob =][[", fi(X¢ys,), donc on voit que Y o ; est F—
mesurable. Si Z est une variable bornée F;—mesurable, on voit (comme dans le cas discret
encore) qu'il suffit de montrer que pour tout z € E,

E.(ZY 08,) = E(Z Ex,(Y)). (3.1.6)

Cela se montre par récurrence sur m. C’est évident pour m = 0. Supposons (3.1.6) vraie
pour tout ¢ et toute variable de la forme Y = H?;_ol 9i(Xs,), et montrons qu’elle est vraie
pour Y = [, fi( X,). Posons U = [["5! fi(Xs,) et V. =U Py, 4, 1 fm(Xs, ,)- Ona

E(ZYo0) = Ey,(ZUo0; fin(Xitt,))
= By (E(Z U0 fi(Xert,)|Fttn 1))
— B, (ZUob Pty fn(Xirt 1))
= E,(ZVob) = E.(Z Ex,(V)),

ou la derniere égalité provient de 'hypothese de récurrence. En appliquant ce qui précede
at=0et Z =1, on obtient aussi I£,(Y) = IE,(V) pour tout y, d’ou (3.1.6). O

La formule (3.1.5) admet une extension simple, mais utile dans certaines circonstances.
Si f une fonction sur 2 x E et Y une application de 2 dans F, on note f(.,Y o6;) la
fonction w — f(w,Y o6 (w)).

Proposition 3.1.4. Soit X un processus de Markov, et p une probabilité sur (E,E).
Pour toutt > 0, toute fonction mesurable Y de (2, F) dans un espace (E,E), et toute fonc-
tion f positive ou bornée sur 2 X E, qui est Fy @ E-mesurable, une version de l’espérance
conditionnelle IE,(f(.,Y o 6;)|F;) est donnée par w — [ IP,(dw')f(w,T(w"). On écrit de
maniére plus concise:

Eu(f(.Y 06,|F,) = / P, (d) (Y (). (3.17)
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Preuve. On sait que la tribu F; ® £ est engendrée par les ensemble de la forme A x B,
avec A € F; et B € £. Donc, exactement comme pour le théoreme de Fubini, la linéarité
des espérances conditionnelles et un argument de classes monotones montre qu’il suffit de
prouver le résultat lorsque f est de la forme f(w,z) = g(w)h(x), avec g et h des fonctions
mesurables sur (2, F;) et (E,E) respectivement. Mais dans ce cas le membre de gauche
de (3.1.7) est IE,(g h(Y 0 6;)|F:) = gIE,(h(Y o 6;)|F;) puisque g est Fy—mesurable; le
membre de droite vaut g [ Px,(dw')h(Y (")) = gFEx,(h(Y')), et donc I'égalité provient de
(3.1.5) appliqué a h(Y). O

Construction d’un processus de Markov: Etant donné un semi-groupe (P;) de
transitions sur E, on peut se poser le probleme de la construction d’un processus de
Markov X au sens de la définition 3.1.2 admettant ce semi—groupe pour transitions.

Comme dans le cas discret, il est naturel de considérer la construction canonique
suivante: on prend QT+, qui est I'espace de toutes les fonctions ¢t — z(t) sur IR, a
valeurs dans E. Puis, pour toute fonction z(.), on pose

Xi(x()) = 2@t),  O(2)() = 2(t +.),

de sorte qu’on a (3.1.3). Les tribus F et F; sont comme avant la définition 3.1.2. Il reste
a définir les probabilités IP,: malheureusement le théoreme de Ionescu—Tulcea n’est valide
que pour une suite dénombrable strictement ordonnée et avec un plus petit élément de
temps, comme IN: cela ne marche si ’ensemble des temps est R4 (ni non plus, d’ailleurs,
si 'ensemble des temps était I’ensemble des entiers négatifs). Il nous faut nous référer
a un théoreme d’une autre nature, appelé théoréeme de Kolmogorov, et qui nécessite une
certaine structure de ’espace E. Voici (énoncée seulement) la version du théoreme de
Kolmogorov relative aux processus de Markov:

Théoréme 3.1.5. Supposons que E soit un espace polonais (i.e. métrique, complet,
séparable), et € sa tribu borélienne. A tout semi—groupe (P;)i>o de probabilités de tran-
sition de (E,&) dans lui-méme on associe une famille IP, de probabilités sur l’espace
canonique (2, F) ci—dessus, telle que X = (Q, F, (Fy), (04),(Xt), (Py)) soit un processus
de Markov de transitions (Py).

3.1.2 La propriété forte de Markov

Soit X un processus de Markov, au sens de la définition 3.1.2. Rappelons qu’un temps
d’arrét, dans le cadre présent, est une application T de €2 dans [0, co] telle que {T < t} € F;
pour tout ¢ € IRy (Attention: on ne suppose pas ici que la filtration (F;) est “continue
a droite”, donc la définition des temps d’arrét n’est pas tout—a—fait standard; la méme
remarque s’applique & ce qui suit et explique la notation Fp ). On lui associe sa “tribu
antérieure”:

Fro={A: Ac FAN{T <t} e F, Vite R,}.

Ceci définit bien une tribu, et si T'(w) = ¢ pour tout w alors T" est un temps d’arrét et
Fr+ = Fir = Ng>tFs. Ensuite, sur 'ensemble {T" < oo}, on pose

QT(“‘}) = 9T(w) (w)v XT(W) = XT(w) (w)
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On dira que le processus vérifie la propriété forte de Markov si, pour toute loi initiale
u, tout temps d’arrét T' et toute variable aléatoire Y positive ou bornée, on a

E,(Y obr|Fry) =Ex, (Y) sur l'ensemble {T" < oo}. (3.1.8)

Comme dans le cas discret, 'ensemble {T' < oo} est Fry-mesurable, et donc 'égalité
ci—dessus ne fait en fait intervenir Y o fp que sur cet ensemble. Ceci dit, (3.1.8) suppose,
pour avoir un sens, que Xp et Y o fp soient, en restriction & {T' < oo}, mesurables
respectivement par rapport a Fry et a F (au moins a des ensembles IP,—négligeables pres
pour tout x). Ceci peut étre faux, mais, méme si c’est vrai, la propriété (3.1.8) n’est pas
toujours vraie.

Il existe un certain nombre de conditions assurant cette propriété. Nous en explicitons
une ci—dessous:

Théoréme 3.1.6. Soit X un processus de Markov de transitions (P;). Si E est un
espace polonais, la propriété de Markov forte (3.1.8) est valide (et en particulier pour tout
x, X1 est IPy—p.s. égale & une variable Fry—mesurable, et Y oOp est IP,-p.s. égale d une
variable F-mesurable) dés qu’on a les deux propriétés suivantes:

1) pour toute fonction continue bornée f sur E les fonctions P.f sont également continues
(on dit que le semi—groupe (P;) est fellérien),

2) pour tout x et IP,—presque tout w, la fonction t — X¢(w) est continue a droite.

Preuve. On peut supposer (par un argument de classe monotone, et puisque E est
polonais) que Y = H?lo fi(Xt,) pour des f; bornées et continues sur E et 0 =1y < ... <

tom.

a) Soit T un temps d’arrét, et posons

k41 -k k41
kil siogr <T <, kelN,
T, =
00 si T = oo.

On a By := {T, = k/2"} = {(k—1)/2" < T < k/2"}, donc B, € Fj/on pour tout
k € IN*. On pose aussi B = {T < oo}, qui égale Up>1 By, pour tout n. Enfin, il est clair
que T,, décroit vers T'. Dans la suite “p.s.” veut dire IP,—p.s. pour tout x.

b) Montrons d’abord les propriétés de mesurabilité de X et Y o p sur B. D’abord,
on a { X7, 44, € A} N B = Up>1(Bnk N { Xy /24y, € A}), qui est dans F pour tout A € &:
donc (Y o 07, )15 est F—mesurable et comme Y 067,15 — Y ofrlp p.s. (a cause de (2)
et de la forme spéciale de Y'), on a la F—mesurabilité p.s. de Y o O71p.

Par ailleurs fixons ¢ > 0. Posons V,, = X7, sur {T;, < t} et V;, = A ailleurs (ou A est
un point extérieur & F, isolé topologiquement dans Ex = EU{A}), et de méme V = X
sur {T' <t} et V = A ailleurs. Comme {V,, € A} = Ur<p<ion(Bnr N{Xp/on € A}) € Fy
pour tout A € &, les variables V,, sont Fy—mesurable, donc V', qui par (2) et T,, | T est
la limite p.s. des V,,, est p.s. égale & une variable F;—mesurable. Comme {Xp € A,T <
t} ={V € A} € F, pour A € &, on voit que X7 en restriction & B est p.s. égale a une
variable Fri—mesurable.
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¢) Soit Z bornée et Fry-mesurable. La variable Z1p, , est F}jsn—mesurable, donc

o0
E,(Z1pYobr,) = > IE,(Z1p,, Y 0bm)
k=1

- Y E, (z 15, Ex, /Zn(Y)> (par (3.1.5))
k=1

— B2 15 Exy, (Y)), (3.1.9)

Quand n — oo, le membre de gauche tend vers IE, (Z1gY o fr) a cause de (2) et de la
forme spéciale de Y. Par ailleurs le méme raisonnement que dans la proposition 3.1.3
montre que IE,(Y) = go(x), ot on définit les g; par récurrence descendante en partant de
gm = fm et en posant g;(x) = fi(x)P;,,,+,9i+1(x). Etant donné (1) et la continuité des
fi, on voit que les g; sont également continues et bornées: donc le membre de droite de
(3.1.9) converge vers IE,(Z1pEx,(Y)), ce qui acheve la preuve. O

De méme que (3.1.5) admet l'extension (3.1.7), la propriété forte de Markov admet
Pextension suivante: si on a une fonction mesurable Y de (2, F) dans un espace (F, ), et
une fonction f positive ou bornée sur €2 x E, qui est Fry ® E-mesurable pour un temps
d’arrét T', alors

E,(f(..Yob0r|Fry) = /IPXT(dw’)f(.,Y(w’)) sur I’ensemble {7 < oo}. (3.1.10)

Corollaire 3.1.7. (Loi 0-1) Si on a la propriété de Markov forte, alors pour tout
x € E et tout A € Foi le nombre IP,(A) vaut 0 ou 1.

Preuve. Soit A € Fo; et f(x) = IP,(A). Comme 6y est I'identité, en appliquant (3.1.8)
a T = 0 on obtient

f(@) = Ey(1a 14060) = Ey(1a By (14 0 60| Foy)) = Ex(1a f(Xo)) = f(=)?,
puisque P,(Xo =) = 1. O

La condition (1) du théoréme 3.1.6 est agréable, puisque qu’elle s’exprime directement
en fonction du semi-groupe (/). Il n’en est pas de méme de (2), qui est évidemment fort
difficile a vérifier dans le cas général. Nous énoncons ci—dessous (sans la démonstration —
difficile) un critere impliquant (2), et méme un peu plus.

Théoréme 3.1.8. Soit (P;) un semi-groupe de probabilités de transition sur [’espace
(E,E), espace localement compact de type dénombrable muni de ses boréliens. On peut
construire un processus de Markov X de transitions (Py), dont les trajectoires t — Xy(w)
sont continues a droite et admettent des limites a gauche, dés que le semi—groupe est
fortement fellérien, ce qui signifie qu’il vérifie les deux propriétés suivantes:

(a) pour toute fonction continue nulle a l'infini (pour le compactifié d’Alexandrov de
E) f, les fonctions P.f sont également continues nulles a linfini,

(b) pour toute fonction comme ci—dessus, P,f converge simplement vers f quandt — 0.
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On remarquera les conditions sur E: pour les théoremes 3.1.5 et 3.1.6 on a besoin de
E polonais, ce qui est le cas si £ est un borélien de E = IR? ou de IR (pour la topologie
produit). Pour le dernier résultat, la condition est pratiquement que E est un compact
séparable, ou est un ouvert de IR? pour d fini. Noter aussi, & l'inverse, que si (Xy) est a
trajectoires continues a droite, la condition (b) ci—dessus est nécessairement satisfaite.

3.1.3 Stationnarité

Soit X un processus de Markov a valeurs dans (E, ). Comme dans le cas discret, on
peut se poser la question de savoir s’il existe une ou plusieurs lois initiales /P, rendant le
processus stationnaire. Rappelons que (X;) est stationnaire sous la probabilité IP, si pour
tous t1,...,ty, la loi des variables (X4, ..., Xy, ) sous IP, ne dépend pas de t > 0.

De méme que dans la définition 1.4.3, on dit qu’une mesure 7 sur (E, £) est invariante,

resp. sous—invariante, si nP; = n, resp. nP; < n, pour tout ¢ > 0.

Proposition 3.1.9. Le processus (X;) est stationnaire sous la probabilité IP,, si et
seulement si la probabilité p est invariante.

Preuve. On reproduit essentiellement la preuve de la proposition 1.4.6. Si le processus
est stationnaire sous IP,, la loi uP; de X; égale la loi p de X pour tout ¢ > 0, donc p est
invariante.

Inversement supposons p invariante. Soit m >0et 0=ty < ... <tp, et A€E ®(m+1),
On pose Y = 14(Xyy,...,Xs,,). Laloi g, de (Xiqeg, ..., Xiye,,) est caractérisée par les
nombres n;(A) = IE, (Y 0 6;). D’apres (3.1.5), et si f(x) = IE,(Y), on a alors

ne(A) = ]Eu(f(Xt)) = uPf,

qui vaut u(f) = no(A) a cause de 'invariance de p. O

3.2 Un exemple: les processus de Lévy

Un exemple fondamental de processus de Markov est constitué des “processus de Lévy”,
ou “processus a accroissements indépendants et stationnaires”, étudiés intensivement par
Paul Lévy dans les années 1930-1940.

Définition 3.2.1. Soit (X;);>0 un processus a valeurs dans IR?, défini sur un espace
probabilisé filtré (Q, F, (F;), IP). On dit que c’est un processus a accroissements (Fy)—
indépendants et stationnaires si:

(i) chaque X; est F;—mesurable;

(ii) pour tous s,t > 0, la variable X;;s — X; est indépendante de la tribu Fy, et de
meéme loi que X.

On écrit en abrégé (F;)-PAIS, et simplement PAIS si F; = o(X; : s <t) (dans ce cas (i)
est automatique).

On dit que X est un (Fy)-processus de Lévy (resp. processus de Lévy), si c’est un
(F¢)-PAIS (resp. PAIS) qui vérifie en outre:
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(iii) Xo = 0 et les trajectoires t — X;(w) sont continues a droites et avec des limites a
gauche. O

Proposition 3.2.2. Soit X un (F;)-PAIS et pu; la loi commune des accroissements
Xt — Xs. La famille (p1t)e>0 est un semi-groupe de convolution, ce qui signifie que pour
tout s,t >0 on a

ftts = bt * [Ls- (3.2.1)

De plus le processus X satisfait la (Fy)—propriété de Markov (au sens de la définition
3.1.1) avec le semi—groupe de transition (P;) défini par

P A) = [ 1a + y)pldy). (3.22)

Preuve. Comme X;ys = X; + (X¢4s — X¢) et comme les variables X; et Xy — X; sont
indépendantes et de lois respectives p; et ps, (3.2.1) est évident. La formule (3.2.2) définit
clairement une probabilité de transition P; de IR¢ dans lui-méme. De plus (3.2.1) implique

Pl d) = [Lalet pua(dy) = [ 1alo+ ut opu(dups(do)

= [untaw) ([ 1ate ko)

= /,ut(du)Ps(:U—{—v,A) = (PPs)(z, A),

donc (P;) est une semi-groupe. Enfin on a

E(f(Xiys)|Ft) = E(f(Xe + (Xers — Xe))|Ft) = /us(dy)f(Xt +y) = Psf(Xy),

ol la seconde égalité vient de ce que X;1; — Xy est indépendant de F. ]

A Tinverse, on peut associer a tout semi—groupe de convolution (y;) de probabilités
sur IR un PAIS:
Théoréeme 3.2.3. Soit (1) un semi—groupe de convolution sur IR?.

a) La formule (3.2.2) définit un semi-groupe de transitions, auquel on peut associer
un processus de Markov X au sens de la définition 3.1.2, et sous chaque probabilité IP, le
processus (Xy) est un PAIS, la loi de Xy1s — Xy étant ps.

b) Pour qu’on puisse définir un processus de Markov X comme ci—dessus, tel que les
trajectoires de (X;) soient IP,—p.s. continues a droite et avec des limites a gauche pour
toute probabilité v sur IR?, il faut et il suffit qu’on ait:

ue  converge étroitement vers la masse de Dirac en 0 quand ¢t — 0. (3.2.3)

Dans ce cas, le processus X a la propriété de Markov forte.
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Preuve. a) La premiere assertion a été prouvée ci-dessus. D’apres le théoréme 3.1.5 on
peut construire un processus de Markov X = (Q, F, (Fy), (6¢), (Xt), (IPy)) de transitions
(P;). Si f est borélienne bornée et v une probabilité sur IR?, on a alors d’apres (3.1.5):

B, (f(Xtrs — Xe)|Ft) = B, (f(Xs 00 — X¢)|Ft) = /Ps(Xu dy) f(y — Xt) = ps(f),

ol on a utilisé (3.1.7) pour la seconde égalité, et (3.2.1) pour la derniére: on en déduit la
derniére assertion de (a).

b) On a u; = P(0,.), donc wu(f) = Eo(f(X¢)). Si X est IPo—p.s. a trajectoires

continues a droite, dés que f est continue on a f(X;) — f(Xo) = 0 Py—p.s. Si de plus f
est bornée, le théoreme de Lebesgue implique alors py(f) — f(0), et on a (3.2.3).

Pour la condition suffisante et la propriété de Markov forte, et comme F = IR? est un
espace localement compact de type dénombrable, il suffit en vertu des théoremes 3.1.6 et
3.1.8 de montrer que pour toute fonction continue bornée f sur IR? on a

P.f est continue, (3.2.4)

si f(x) — 0 quand |z| — oo, alors P.f(z) — 0 quand |z| — oo, (3.2.5)

si f(x) — 0 quand |z| — oo, alors  P.f(z) — f(x) quand ¢t — 0. (3.2.6)

On a P, f(x) = [ f(z + y)pu(dy), donc (3.2.4) et (3.2.5) découlent de maniere évidente du
théoreme de Lebesgue, tandis que (3.2.6) vient de (3.2.3) (et d’ailleurs P, f — f simplement
des que f est continue bornée). O]

Les trois exemples les plus simples de processus de Lévy sont:

e La “translation pure”, qui est le processus (déterministe) X; = at, ot a € IR%.
e Le mouvement brownien (linéaire si d = 1, d-dimensionnel dans le cas d > 2).

e Le processus de Poisson (pour d = 1, et plus généralement les “processus de Poisson
composé”, que nous étudierons plus tard.

On peut “combiner” les exemples précédents, en additionnant des procesus de Lévy
indépendants: on obtient encore un processus de Lévy. On peut aussi montrer (mais c’est
difficile) que tout processus de Lévy est limite, en un certain sens, de processus qui sont
des sommes des trois exemples ci—dessus.

Remarque 3.2.4. : Supposons que X soit un processus déterministe, donc de la
forme X; = f(t) pour une fonction f de IR, dans IR?, et supposons aussi f(0) = O.
Bien entendu, X est a accroissements indépendants (des variables “déterministes” sont
toujopurs indépendantes entre elles), donc dire que X est un PAIS revient a dire que

flt+s)=f(t)+ f(s) Vs, t > 0. (3.2.7)

Si la fonction f est continue, ou continue a droite, ou méme simplement borélienne, on sait
que (3.2.7) entraine que f est linéaire, i.e. f(t) = at pour un a € IR?% mais il existe des
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solutions de ’équation fonctionnelle (3.2.7) qui ne sont pas boréliennes (donc pas linéaires
non plus).

Dans le méme ordre d’idées, si on a un semi-groupe de convolution (u¢) et si on note
u — fg(u) la fonction caractéristique de py, ’équation (3.2.1) est équivalente a

figs(u) = fp(u)is(u) Vs, t > 0,Yu € R%.

Des que [i;(u) est mesurable en ¢, ’équation fonctionnelle ci-dessus implique que fiz(u) =
expti(u) pour un certain nombre complexe 1(u): dans ce cas on a évidemment que
pe(u) — 1 quand ¢t — 1, et d’apreés le théoreme de Lévy cela implique (3.2.3) si cette
propriété est vraie pour tout u: on peut donc considérablement affaiblir (3.2.3): par
exemple, il suffit que u(f) soit borélienne, pour tout fonction continue bornée f sur IR,
sur un intervalle [0,¢]. A linverse, si le PAIS X associé a des trajectoires boréliennes, on a
nécessairement (3.2.3) et donc il existe une “version” de X qui a des trajectoires continues
a droite et avec des limites a gauche. O

Revenons sur les rapports entre PAIS et processus de Lévy. Un processus de Lévy est
un PAIS continu a droite et limité & gauche (nous avons vu un critére pour cela), qui de
plus vérifie Xy = 0.

Soit alors X = (Q, F, (F}), IP;) un processus de Markov (définition 3.1.2) qui est un
PAIS a trajectoires continues & droite et limitées a gauche. Alors, quitte a Oter de €2
Pensemble IPy—négligeable { Xy # 0}, on voit que (X};) est un processus de Lévy sous [Py
(mais pas sous IP, pour x # 0. On peut aussi poser

Y, = X; — Xo. (3.2.8)

Le processus Y est un processus de Lévy sous chaque P, (et méme chaque IP,), associé
bien—sir au méme semi—groupe de convolution. Noter qu'on a Y;1 s — Y; = Y5 06 ici, et
non pas Yiys = Y5 00;.

On peut se poser le probleme inverse: a partir d’un processus de Lévy Y, comment
construire un processus de Markov X qui est un PAIS associé au méme semi—groupe ?

Habituellement on suppose en plus que 'espace (¥, F, (F}), IP") sur lequel est défini Y
est muni d’un semi-groupe de translations (6}), qui vérifie

0y =1, e =000, Yoot —Ys=Y,00,, Vs,t>0 (3.2.9)

(en accord avec ce qui est dit plus haut, comparer avec (3.1.3)). Par exemple, on peut
prendre pour ' I'espace canonique, qui ici est 'espace de toutes les fonctions ¢ — z(t) de
IR, dans IR vérifiant 2(0) = 0 et continues & droite avec des limites & gauche. Puis, pour
toute fonction z(.) on pose

Yilz) =a(t),  6(@)() = a(t+.) - a(t),

de sorte qu’on a (3.2.9). Enfin 7} = o(Y; : s < t) et F' = \/,F;. Dans ce cas, on dit
qu’on a un processus de Lévy canonique.
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On peut alors poser
Q=90 x R Xi(w,z) =z + Yi(w), 0y (w,z) = (0} (w), z + Yi(w)),

puis
F=F®R', Fi=F, R

(ot R est la tribu borélienne de IR?), et enfin
P,(dw,dz) = IP(dw) ® g,(dz) Vy € R%.
On vérifie immédiatement la

Proposition 3.2.5. Le terme X = (Q, F, (), (01), (Xt), (IPy)yege) ci—dessus est un
processus de Markov (PAIS), de semi-groupe de transition (P;) donné par (3.2.2), ot (pu)
est le semi—groupe de convolution associé au processus de Lévy Y .

Enfin, les processus de Lévy admettent une version de la propriété forte de Markov
qui mérite d’étre énoncée. Elle découle de maniere quasi—évidente de la propriété forte de
Markov pour le processus de Markov X associé ci—dessus (propriété satisfaite par X, dont
les trajectoires sont continues a droite par construction, en vertu du théoreme 3.1.6).

Théoréme 3.2.6. Soit (Y;) un (F})-processus de Lévy sur lespace (', F', (F}), (0;), IP').
Si T est un temps d’arrét, pour toute variable aléatoire Z positive ou bornée on a

E(Zobp|Fry) =E'(Z) sur ensemble {T" < co}. (3.2.10)

En particulier, si T < oo identiquement, le processus translaté Y o 0/, = (Yryr — Y7)i>0
est indépendant de la tribu ]—"/TJr et a méme loi que Y lui-méme.

3.3 Générateur infinitésimal et résolvante

Ce paragraphe est consacré a ’étude des semi—groupes de probabilités de transition
(P;), et pour 'essentiel est indépendant des propriétés des processus de Markov associés.
L’espace d’états (E, &) est a priori arbitraire, bien que de temps en temps on suppose que
c’est un espace topologique, voire que c’est IR%.

L’idée de ce qu’on va faire ici est tres simple: de maniere tres informelle, supposons que
t — P, soit "dérivable en 0”7, et notons A la dérivée. Si on "dérive” 1'équation P4 = PP
en s ou en t, on obtient que t — P; est aussi dérivable, et que P/ = AP, = P;A, de sorte
que (P;) est solution d’une équation différentielle linéaire, et donc s’écrit sous la forme
P, = €4, Ce qui précéde n’a pour le moment aucun sens (sauf si E est un ensemble
fini, puisqu’alors chaque P, se représente par une matrice carrée). Mais I'objectif de ce
paragraphe est d’essayer de donner un contenu mathématique précis a ces élucubrations
informelles.
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3.3.1 Le générateur

Commencons par quelques notations. Nous noterons B ’espace de toutes les fonctions
mesurables bornées sur (E, £) et, quand F est un espace topologique, C' désigne ’ensemble
des fonctions continues bornées. On munit B de la topologie ”simple-bornée”, pour
laquelle une suite (fy,)nen ou une famille (f;);>0 de fonctions converge vers une limite f
quand n — oo ou t — 0 si elle converge simplement, et si en plus sup,cp nen | fn(2)] < 00

ou Sup,cp >0 | ft(z)] < co. On écrit alors f, B f ou fi B f-

Le semi—groupe (P;) de probabilités de transition sur (E, &) est supposé fixé. On lui
associe 'espace By suivant

By={feB: %iiIéPtf(x) = f(z) Vz} (3.3.1)

(on a bien—sur P.f B f quand t — 0, si f € L). Puis on définit 'opérateur linéaire a
domaine (A,Dy4), sur B, par

Da={f€eB: dge By avec P”;_fﬂg quand t | 0} (3.32)
feEDs = Af(z)=limgy 2@,

(D4 est évidemment un sous—espace vectoriel de By, lui-méme un sous-espace vectoriel de
B,etsi feDyonaAf €B).

Par définition, cet opérateur s’appelle le générateur infinitésimal faible (ou simple-
ment le ”générateur infinitésimal”, ou méme le ”générateur”) du semi-groupe. Les deux
théorémes suivants sont connus sous le nom de théoréme(s) de Hille-Yoshida.

Théoréme 3.3.1. a) Si f € By alors P,f € By et t+— P.f(x) est continu a droite.
b) L’espace D4 est dense dans By pour la convergence simple—bornée.

c) Si f € Da, les fonctions t — P,f(x) sont continues, et dérivables a droite, et si

% P, f(z) désigne les dérivées a droite on a P.f € D4 et
Jr
0 i) = PAf(r) = APf(2) (3.3.3)
et . .
Pif(@) = 1(@) + [ PAf@)ds = f(o)+ [ AP.f(a)ds. (3.3.4)
0 0

d) L'opérateur (A, Dy) est, dans l’espace By muni de la convergence simple—bornée,
un opérateur fermé.

Preuve. a) Soit f € By. Comme P;f 58 fsis |0, dapres le théoreme de Lebesgue on
a PPf =Py f =PP,f — P f, doudune part P.f € By, et d’autre part la continuité
a droite.

b) Soit f € By. D’apres (a), on peut faire 'intégrale gq(z) = [ P.f(x)dt. Mais alors
on obtient pour s < a, en appliquant Fubini:

a a+s a+s S
Prgal(a) = /0 RRf@it = [ P =g+ [ P /0 P (@),
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. a+s $
Psga(x)s ga<1‘) — i/a Ptf($)dt — i/() Ptf(x)dt

le membre de droite ci-dessus est borné uniformément en x et s, et a cause de (a) il
converge vers P, f(x) — f(x) quand s | 0, et enfin P,f — f € By a cause de (a) encore,

de sorte que g, € D4. Comme par ailleurs ngy /, sh f (pour les mémes raisons), on a le
résultat.

c) Soit f € Dy. D’apres le théoreme de Lebesgue et (3.3.2), on a

PoPS)=Pf _ Pusf=BS (Pf—f> SR pAf.
s 8 5

Cela montre la dérivabilité a droite, la propriété P,f € A (rappelons que Af € By donc
P,Af € By par (a)) et la formule (3.3.3). En particulier le second et le troisieme membres
de (3.3.4) sont égaux. Notons alors, pour z fixé, la différence du premier et du second
membres de (3.3.4) par g(t). On a g(0) = 0 et g est continue, et dérivable a droite, de
dérivée a droite nulle. Cela implique classiquement! que g(t) = 0 pour tout ¢ et on a donc
(3.3.4).

d) Rappelons que 'opérateur (A, D4) sur By est dit "fermé” si, pour toute suite (fy,)
d’éléments de D 4 convergeant vers une limite f € By, et telle que les g, = Af,, convergent
vers une limite g € By (ici, au sens de la convergence simple-bornée), alors f € Dy et
Af =g. D’apres (3.3.4), on a

Pof(@) = fulw) - /0 Pygu(w)ds.

On peut passer a la limite (au sens de la convergence simple-bornée) dans chacun des
deux membres ci—dessus, et on obtient

Pif(z) = f(x) - /0 Pug(z)ds.

Comme g € By, on en déduit d’abord que % s g (utiliser (a)), puis que f € Dy et

Af = g. 0

Ensuite, on définit la "résolvante” du semi—groupe. Informellement, la résolvante est
la famille de mesures de transition U?, définies pour tout A > 0 par U* = fooo e MP,dt.
Donner un sens précis a cette intégrale est toutefois un peu délicat. On voudrait poser
pour toute fonction f mesurable positive ou bornée:

U (z) = /OOO e M P f(x) dt. (3.3.5)

Mais la fonction qu’on cherche & intégrer ci—dessus n’est pas nécessairement mesurable (en
t), et il se peut donc que (3.3.5) n’ait pas de sens. Toutefois, si f € By, alors 'intégrand

'pour le voir, on peut fixer a > 0 et poser s = inf(t : g(t) > at). Si s < 0o on a g(s) < as (& cause de la
continuité) et puisque la dérivée & droite est nulle on a g(s + u) — g(s) < ua et donc g(s + u) < a(s+ u)
pour tout u > 0 assez petit: cela contredit la définition de s, donc s = oo, donc g(t) < at pour tout t. Ceci
est vrai pour tout a > 0, donc g > 0; on montre de méme que g < 0, donc g ~ 0.
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est mesurable (et méme continu a droite), et aussi majoré par le produit d’une constante
par la fonction intégrable ¢ — e~**: donc (3.3.5) a un sens, et définit un réel.

En d’autres termes, la formule (3.3.5) définit pour chaque A > 0 un opérateur U A
évidemment linéaire, de By dans B. On a méme bien plus, puisque le résultat suivant
implique notamment que U f € Dy4 lorsque f € By:

Théoréme 3.3.2. Sig € By et si A > 0, l"équation (\[—A)f = g (ou I est l'opérateur
identité) admet une solution et seule dans D, qui est donnée par f = Ulg.

Preuve. On va d’abord montrer que h = U?g est solution. D’apres Fubini, on a

Ph(x) :/ e Pryog(x) ds,
0

et comme t — P sg(x) est continu & droite le théoreme de Lebesgue permet d’obtenir
que P;h(x) — h(z) quand ¢ | 0. On a aussi

Bh(z) —h(z) _ 1 <e” /too e Pyg(x) ds — /OOO e Pyg(x) dS)

t t
= % <(e/\t —1)h(x) — eAt/O e Pyg(x) ds> 8 Ah(z) — g(x)

puisque g € Byg. On en déduit a fortiori que h € By, donc finalement h € Dy et Ah =
Ah — g: ainsi, h est solution de notre équation.

Il reste & montrer I'unicité. Soit f et f’ deux solutions. La fonction k = f — f/ vérifie
alors k € Dy et Ak = Ak. Par suite, pour chaque z fixé, la fonction ¢ (t) = Pk(x) est
continue, et dérivable a droite, et sa dérivé a droite ¢/ (t) est (cf. (3.3.3)) PLAk(z) =
APk(z) = M)(t). On en déduit, comme pour la preuve de (3.3.4), que

¥(t) =(0) + A/Ot P(s)ds.

Par suite v, qui est continue, est aussi dérivable et vérifie ’équation différentielle ¢’ = Ai:
comme t(0) = k(x), on obtient Pk(x) = 9 (t) = k(z)eM. Mais eM 1 co quand t — oo,
tandis que Pik(x) reste borné (puisque f et f’, donc k, sont des fonctions bornées). On
arrive & une contradiction, & moins que k(z) = 0, et cela nous donne finalement f/ = f. O

Corollaire 3.3.3. Si deux semi—groupes (P;) et (P}) sur E admettent le méme générateur
infinitésimal, les deuz espaces By et By, associés par (3.3.1) sont égauz, et pour toute fonc-
tion f dans la fermeture de By = B{, pour la convergence simple-bornée et tout t > 0 on
a Pf=Pf.

Preuve. Notons (A, D) le générateur commun, et (U*) g et (U") >0 les deux résolvantes.
Si g € BY := ByN B}, I'unique solution de I'équation (\I — A) f = g est U’g et aussi U'\g,
de sorte que U*rg = U'*g. Cela est vrai pour tout A > 0, et en vertu de (3.3.5) on en déduit
que les transformées de Laplace des deux fonctions t — Pyg(x) et t — P/g(x) coincident,
pour tout x € E fixé. Ces deux fonctions sont continues a droite (par le théoreme 3.3.1(a)):
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il est alors bien connu que ces deux fonctions sont identiques, ce qui prouve que P,g = Plg
pour tous t > 0 si g € B{.

Si g est dans la fermeture Fg de B{ pour la convergence simple-bornée, il existe

gn € B{ avec gy sh g. D’apres Pig, = P/g, et le théoreme de Lebesgue on voit que
P,g = Plg. Enfin le théoréme 3.3.1(b) et le fait que D4 C B[] montrent que By et B() sont
contenus dans Bi(’)’. Si alors g € By on a Plg = P,g — 0 quand ¢ — 0, donc g € By, et de
méme toute g € By, est dans By: cela achéve la preuve. O

3.3.2 Générateur pour un processus de Markov continu a droite

Le corollaire (3.3.3 montre que le générateur “caractérise” d’une certaine maniere le
semi—groupe, mais il n’est pas entierement satisfaisant, puisqu’il ne dit rien de ce qui se
passe pour les fonctions qui ne sont pas dans la fermeture de By. On peut faire bien mieux
dans certains cas.

Dans ce paragraphe on suppose que E est un espace polonais, et que (P;) est le semi-
groupe d’'un processus de Markov a trajectoires continues a droite. Le générateur du
semi—groupe est alors aussi appelé, par abus de langage, le générateur du processus de
Markov. L’hypotheése de continuité a droite implique que si f € C (continue bornée),
alors P, f(x) = IE,(f(X:)) — f(x): donc C C By. Le corollaire précédent admet alors la
version améliorée suivante, qui est fondamentale pour les applications:

Théoréme 3.3.4. Soit (P;) et (P]) deux semi-groupes de probabilités de transition
sur l’espace polonais E, ademttant le méme générateur infinitésimal. Si de plus (P;) est
associé a un processus de Markov a trajectoires continues a droite, alors on a P| = P,
pour tout t > 0.

Preuve. On a vu que P/f(x) = P,f(x) pour toute f € C. 1l suffit alors d’appliquer
la propriété suivante: si p et v sont deux probabilités sur un espace polonais E (en
loccurence p = Py(x,.) et v = P/(z,.)), et si les intégrales des fonctions de C sont les
mémes relativement a p et & v, on a alors yu = v. O

Toujours sous les mémes hypothéses concernant E et (P;), nous allons revenir sur la
définition de la résolvante. La fonction ¢t +— P, f(z) est continue & droite, donc borélienne,
des que que f € C. Par un argument classe monotone (par exemple) elle est donc aussi
borélienne et bornée (resp. positive) pour f borélienne et bornée (resp. positive): donc
I'intégrale (3.3.5) est bien définie dans ces cas.

On peut voir les choses un peu autrement: Q((z,t),dy) = P;(x, dy) est une probabilité
de transition de (F x IRy,E ® Ry) dans (E, &) (la fonction (x,t) — Qf(z,t) = Pif(x)
est mesurable en x et continue & droite en ¢, donc borélienne en (z,t), si f € C, et cette
mesurabilité est préservée si on prend f € B). Par ailleurs la mesure de densité Ae™*
sur IR, est une probabilité (la loi exponentielle de parametre \). Donc une modification
triviale du théoreme 1.2.5 nous dit que fooo A e Q((z,t),.) dt est une probabilité de
transition de (F, ) dans lui-méme.

En d’autres termes, la formule (3.3.5) définit une mesure de transition U* de (E, &)
dans lui-méme, de masse 1/\.
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Proposition 3.3.5. (L’équation résolvante) Sous les hypothéses de ce paragraphe,
les mesures de transition U vérifient pour tous X, u > 0 [’équation suivante:

Ut — U = (\— p)UU* = (A — p)UFU?. (3.3.6)

Preuve. Si f € B est positive, le théoréeme de Fubini et I’équation des semi—groupes
impliquent si A # u:

UNUFf(z) = /Oo e M dt /OO e " Pysf(x) ds

0 0

= / e Mt dt/ e " P.f(z) dr
0 ¢

= / e " P.f(x) dr/ e MHHL gy
0 0

1 & 1
— —pr = AT — i 77
s (e e ) Pof(e)dr = 5= (U"f(2) = UNf(2).
On a donc la premiere égalité (3.3.6) quand X # p, tandis que U*U A = UMUH est évident.
Enfin, (3.3.6) est évidente si A = p. O

Les mesures U décroissent quand A croit, au sens ott U¥ — U? est une mesure de
transition positive si p < A: cela découle de (3.3.5) ou aussi de (3.3.6). Par suite si
X | 0, les mesures U™ croissent vers une limite U := U°, qui est encore une mesure de
transition, et qu’on appelle le potentiel du semi—groupe, ou du processus de Markov. Noter
que U(x,.) est une mesure infinie, et qu’elle n’est pas nécessairement o—finie. Pour toute
fonction positive f, on a

Uf(z) = /OOO P,f(z) dt. (3.3.7)

3.3.3 Générateur et martingales

Le générateur infinitésimal et la résolvante sont naturellement associés a certaines
martingales ou surmartingales faisant intervenir le processus de Markov X associé au
semi—groupe. On se place sous les mémes hypotheses que dans le paragraphe précédent:
FE est un espace polonais, et le processus de Markov X est a trajectoires continues a droites.

Soit d’abord (A,D4) le générateur du semi—groupe. Si g € D4 on définit le processus

MY = 9(X) ~ o(X0) - [ Ag(X.)ds (3.3.8)

Remarquons que Ag € B, donc (w, s) — Ag(Xs(w)) est F ® Ry—mesurable et borné, donc
l'intégrale ci—dessus existe st définit (par Fubini) une variable aléatoire.

Théoréme 3.3.6. Si g € Dy, le processus MY défini ci—dessus est une martingale sur
(Q, F,(Fi), IP,) pour toute probabilité pn sur E.



58 M2 2004-05: Processus de Markov — Chapitre 3

Preuve. Non seulement on a la F—mesurabilité de l'intégrale f(f Ag(Xs)ds, mais cette
intégrale est F;—mesurable: en effet, si ¢ est fixé, la fonction (w, s) — Xs(w) sur Q x [0,¢]
est mesurable par rapport au produit de F; par la tribu borélienne de [0,¢]. Par suite la
variable M{ est Fy—mesurable, et elle est aussi bornée (donc IP,~intégrable) pour tout ¢.

Si Y est une variable Fy—mesurable bornée, on a alors (en utilisant Fubini, puis la
propriété de Markov):

B.(Y(MY,, - Mf) = B, (Y (9<Xt+s> —9<Xt>—/:+s Ag(Xs) d))
"

= Eu(Y(9(Xi4s)) — Eu(Yg(Xy)) — t E,(Y Ag(X)) dr

— BY PglX0) - Bu(Yo(X0) - [ ELY PAg(X) du

e ronr-sno- [ s

et cette quantité est nulle a cause de (3.3.4): la propriété de martingale en découle. O
Théoréme 3.3.7. Si g € By est positive et si X > 0, le processus e U*g(Xy) est
une surmartingale sur (2, F, (F¢), IP,) pour toute probabilité i sur E.

Preuve. Soit Z; = e ™ UAg(Xt). Chaque variable Z; est F;—mesurable et bornée.
Remarquer que

P,U g(z) = e’\s/ e Pog(x) dr < e Ug(z)

puisque g > 0. Par suite
Eu(Ziys|Fi) = e M) PUN(Xy) < e UNg(Xe) = Z,

et on a le résultat. O

Le générateur infinitésimal est assez difficile a utiliser, souvent, car la détermination
de son domaine est délicate, voire impossible. En plus, sa définition méme fait intervenir
P.f, donc une espérance, et les espérances sont difficiles & manipuler (et n’existent pas
toujours...) En revanche, les martyingales permettent 'utilisation du calcul stochastique,
et sont donc plus souples d’utilisation.

C’est pourquoi le contenu du théoréme 3.3.6 suggere une autre définition du générateur.

Définition 3.3.8. On appellera générateur étendu du processus de Markov tout
opérateur linéaire (A’,Dy/) sur lespace des fonctions mesurables, tel que si g € Da
la fonction A’g soit mesurable, et la formule

MY = 9(X) = g(X0) = [ Ag(X.)ds (3.3.9)

ait un sens et définisse un processus qui est une martingale locale sur (, F,(Fy), IP,)
pour toute probabilité p sur E.
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omme nous n’utiliserons pas vraiment cette notion plus loin, nous ne rappellerons
C ‘util t cett t lus loin, 11

pas la notion de martingale locale. Mais bien-siir toute martingale est une martingale
locale, donc le “vrai” générateur (A, D4) est un générateur étendu. Il existe bien d’autres
générateurs étendus pour le méme processus de Markov: on perd ainsi I'unicité, mais on
gagne énormément en souplesse d’utilisation.

Signalons enfin que le théoreme 3.3.7 est 1'outil essentiel pour montrer les théoremes
de régularité du genre 3.1.8.

3.3.4 Générateur et stationnarité

Nous avons vu que la possibilité de rendre le processus de Markov stationnaire grace
a une loi initiale adéquate revient a chercher les probabilités p invariantes pour le semi-
groupe. Heuristiquement, en “dérivant” la relation d’invariance puP; = p en temps nous
conduit a pAP; = 0, donc (pour t =0) a “uA = 0”. On peut donner un sens précis a cela:

Proposition 3.3.9. a) Si v est une probabilité invariante pour le semi—groupe (P;) de
générateur (A, D4), on a u(Af) =0 pour tout f € D4.

b) Si p est une probabilité vérifiant w(Af) = 0 pour tout f € Da, alors uPf = u(f)
pour tout f € By (fermeture de By pour la convergence simple—bornéee) et t > 0.

c) Si p est une probabilité vérifiant p(Af) = 0 pour tout f € D4, et si E est un espace
polonais et si X est a trajectoires continues a droite, alors p est une probabilité invariante.

Preuve. Ci-dessous, u est toujours une probabilité sur (E,£), et si f € Dy on note g(t)
le nombre g(t) = pP;f. En utilisant (3.3.4) et le théoreme de Lebesgue, on voit que g est
continue, donc aussi dérivable, et sa dérivée est ¢'(t) = u(AP,f).

Si p est invariante, on a bien-stur g(t) = g(0) = u(f) ci—dessus, donc ¢'(t) = 0, et en
particulier pour ¢t = 0 cela donne p(Af) = 0: on a donc (a).

Supposons inversement que p(Af) = 0 pour tout f € Dy. On sait qu'on a aussi
P.f € Dy, donc u(AP,f) = 0, donc la fonction g est dérivable, de dérivée identiquement
nulle, donc elle est constante: par suite uP,f = p(f) pour tout f € Dy. Comme D4 est
dense dans By, on obtient (b) en utilisant le théoréme de Lebesgue.

Enfin, sous les hypotheses de (¢) on a puP;f = p(f) en particulier pour toute fonction f
continue bornée, et on sait que cela entraine que les deux mesures pP; et u sont égales. [

Ce résultat est malheureusement moins utile qu’il n’y parait, car encore une fois il est
rare qu’on connaisse compléetement le domaine de A.



Chapitre 4

Processus de Markov de saut pur

4.1 Définitions et propriétés élémentaires

Dans ce chapitre on va considérer une classe particuliere de processus de Markov, qui
sont & valeurs dans un espace F fini ou dénombrable. Comme dans le chapitre 1, les points
de E sont notés i, j, k. On a vu au chapitre précédent que les propriétés topologiques de
F jouent un réle important, et nous munissons ici E de la topologie discréte, pour laquelle
tous les points sont isolés.

Définition 4.1.1. Un processus de Markov de saut pur est un processus de Markov
X = (Q,F,(Fe),(0),(IP;)) au sens de la définition 3.1.2, a valeurs dans l’espace fini ou
dénombrable E, et dont toutes les trajectoires ¢t — X;(w) sont continues a droite.

Comme dans le chapitre 1, une mesure est un “vecteur ligne” p = (;), et la probabilité
de transition P; de X est une matrice P, = (p(t)ij)ijer. Bien entendu p(0);; = d;j, et
comme X est a trajectoires continues a droite on a

t — p(t)i; est continue a droite (4.1.1)

(car les fonctions 153, comme toutes les fonctions sur F, sont continues). On verra en fait
bien mieux plus tard.

Proposition 4.1.2. Tout processus de Marov de saut pur X vérifie la propriété de
Markov forte.

Preuve. L’espace E muni de la toplogie discrete est polonais, donc il suffit de vérifier les
deux conditions du théoreme 3.1.6: la premiere est satisfaite car toute fonction sur E est
continue, et la seconde I’est par hypothese. ]

On va maintenant étudier de plus pres la structure de X. D’abord, comme la toplogie
de FE est la topologie discrete, la continuité a droite entraine que les trajactoires sont
“constantes par morceaux”, au sens ou pour tout t > 0 et tout w on a X (w) = X;(w)
pour tout s dans un intervalle [t, ¢’ (w,t)[, ot t/(w, t) est un réel strictement plus grand que

60
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t. En particulier, si on définit par récurrence les variables:
To =0, Thy1 =inf(t: t > T, Xi # X1,) (4.1.2)

(comme d’habitude I'inf d’un ensemble vide vaut +00), on obtient une suite croissante de
temps d’arrét vérifiant T),11 > T), sur {T,, < oco}. On pose aussi T, = lim, T}, qu’on
appelle le premier temps d’explosion. 11 se peut bien str que T, < 00, auquel cas X; prend
une certaine valeur ¢ en t = T, et y reste un temps positif, puis “saute” de nouveau, etc...
Si IP;(T, = o0) = 1 pour tout i € E, on dit que le processus est sans explosion.

En utilisant les translations (6;), on remarque aussi que

T,—Th1=Ti00p, , sur ensemble {T,,_1 < oo}. (4.1.3)

Le fait que X7, n’est a priori pas défini si 7,, = oo nous incite a considérer un point A
extérieur” a F et a poser Ean = E'U{A}, comme on I’a déja fait plusieurs fois. On peut
alors poser pour n > 0

Sp = n+1_Tn7 gn:XTn si T, < o0 }

(4.1.4)
Sp = 00 &h=A si T, = oo.

Le théoreme de structure suivant est fondamental (rappelons que la loi exponentielle
de parametre a €]0, 0o[ est la loi sur IRy de densité x — ae %*; par convention, si a = 0
c’est la masse de Dirac €4, en l'infini. Une variable exponentielle de parametre a admet
lespérance 1/a, avec la convention 1/0 = co):

Théoréme 4.1.3. Soit X un processus de Markov de saut pur.

(1) Sous IP;, les variables Sy et & sont indépendantes, et Sy swit une loi exponentielle
dont on note a; € IR le paramétre; si on pose m;; = IP;(§&1 = j) pour j € Ean on a aussi
a; >0 =— ZjeET"ij =1, ma=0 }

(4.1.5)
a,=0 = EjeEWZ’jZO, A =1

T = 0,

pour tout i € E. On pose aussi par convention apn =0, et tan =1 et ma; =0 pourt € E
(ce qui est cohérent avec (1.2.10)).

(2) Sous chaque IP, la chaine (&,) a valeurs dans Ea a la propriété de Markov rela-
tivement a la filtration discréte (Fr,)n>0, avec la transition I = (7).

(3) Sous chaque IP,, conditionnellement a Fr,, les variables S,, et &,41 sont indépen-
dantes, la premiére est de loi exponentielle de parameétre ae, et la seconde de loi (T¢,, ;)jeEn -

Preuve. Noter que (1) est un cas particulier de (3), mais nous allons commencer par
prouver (1).

En observant que Sy =t + Spo 6 et & = & 06, et Xy = X sur Uensemble {Sy > t},
on obtient pour tous s,t > 0,7 € E et A C Ea, par la propriété de Markov en t:
R(SO > t+8,§1 € A) = lpl(SO > t,SOOGt > 8751 Oet € A)
= Ei(1{50>t} PXt (SO > 5,61 € A))
PZ(SO > t) R(So > 8,51 S A)
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En prenant A = Ea, cela donne IP;(Sy > t + s) = IP;(Sy > t)IP;(Sy > s), relation ca-
ractéristique des lois exponentielles de parametre dans [0, oo]; comme Sy > 0, le parameétre
a; de la loi de Sy sous IP; est dans IRy. En prenant s = 0 ci—dessus, on obtient aussi
IP;i(Sy > t,& € A) = IP,(Sp > t)IP;(&1 € A): cela entraine I'indépendance de Sy et &; sous
IP;. Enfin si a; > 0on a Sy < oo IP;p.s., donc § = Xg, € E IPi—p.s., tandis que si a; =0
on a IP;(Sp = o00) = 1, donc IP;({; = A) =1 et on en déduit (4.1.5).

Sur Pensemble {T,, < oo} on a S, = Spofp, et 41 = & 007, de sorte que d’apres
la propriété forte de Markov au temps 7;, on obtient pour tout borélien B de IR X Fa:

ﬂ:)lt ((Smfn—kl) S B‘an) = PXTH((SO?gl) € B)

Donc conditionnellement & Fr, et sur ’ensemble F7, —mesurable {7}, < oo}, on a (3). Sur
I'ensemble {7}, = oo} on a S, = 0o et &, = £,+1 = A, donc comme ap =0 et Tan = 1 on
a aussi (3) sur cet ensemble. En particulier pour A C Ex il vient IP,(§n41 € AlFT,) =
> jeA Ten,j» €6 on a donc (2) également. O

Corollaire 4.1.4. Soit X un processus de Markov de saut pur. Conditionnellement
a la tribu G = (&, : n > 0), et sous chaque probabilité IP,, les variables (Sp)n>0 sont
indépendantes, chaque Sy, étant de loi exponentielle de paramétre ag,, .

Preuve. Notons 7; la loi exponentielle de parameétre a; (rappelons que aax = 0). Il suffit
de montrer que pour tout entier N, tous boréliens 4,, de [0, o] et tous i, € Fa, on a

N+1 N
Py ((MYo{Sn € 4}) N (0N = in}) = B, (H Li,p ) Hmnmn)). (4.1.6)
n=0 n

=0

Comme P, (S, € An,&nv1 = ins1|F1,) = Mg, (An) 7e, ins, par le théoreme précédent, on
vérifie alors immédiatement (4.1.6) par récurrence descendante sur N. O

Le processus “minimal”: Dans la suite, on va essayer de reconstruire le processus de
Markov & partir des suites (&) et (S,). En effet, comme X; = X7, sur chaque intervalle
[Th, Tr+1[, on voit d’apres (4.1.4) que

X =&, si T,=8+...+5 -1 <t<So+...+5,=Th+1, (4.1.7)

Ainsi, les deux suites (&,) et (S),) caractérisent entierement X; sur ’ensemble {t < T}
On est donc naturellement conduit & introduire un nouveau processus (X;) a valeurs dans
Ea, en complétant (4.1.7):

~ &n si So+...+8 1 <t<Sy+...4+5,
X, = (4.1.8)
A sit>Sg+...+85,+....
De maniere équivalente, on a aussi:
~ X si t<Teo
X, = (4.1.9)
A sit>Ts.
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Proposition 4.1.5. Soit X un processus de Markov de saut pur, et X, défini ci—
dessus. Pour tout i € E le processus (X¢) sur (Q, F,(F), IP;) vérifie la (Fy)-propriété de
Markov (définition 3.1.1) avec le semi-groupe de transition (P, = (p(t):;)) défini par

P(X;=j,t<Ty) si i,j € F
Pi(t>Ty) si i€ E, j=A
p(t)i; = (4.1.10)
J L
1 si 1,7 =A
0 st i=A, jEE.

De plus, les variables &, et S, associées a X sont les mémes que celles associées a X .

Le processus (X;) s’appelle le processus minimal associé a X.

Preuve. La derniére assertion est triviale. Pour la propriété de semi-groupe de (é) et
la propriété de Markov de X, il nous suffit de montrer que si k € FE et s,¢ > 0 on a:

Pk(Xs+t = J‘fs> = 5(75))237]' : (4'1'11)

Sur l’ensemble F —mesurable {s > T} on a )?SNZ )?s+t~: A, de sorte que (4.1.11) est
évident. Sur le complémentaire {s < Tr} on a Xs1y = Xy 06, et aussi X = X, donc
la proposition 3.1.3 entraine que le membre de gauche de (4.1.11) égale Ps (Xy =7), qui
vaut bien p(t) % lorsque j € E et aussi lorsque j = A. O

4.2 Construction d’un processus de saut pur

Pour construire un processus de Markov de saut pur on peut appliquer le théoréme
3.1.5, mais cela nécessite d’une part de connaitre le semi—groupe, d’autre part de vérifier
que le processus de Markov ainsi construit est effectivement a trajectoires continues a
droite, ce qui n’est pas évident du tout. On peut aussi utiliser le théoreme 4.1.3 et son
corollaire, qui d’une certaine maniere fournissent de fagon explicite la “dynamique” du
processus, ou au moins celle du processus minimal associé. C’est ce que nous allons faire
maintenant.

On part d’une famille (a;)ieg, de réels positifs ou nuls, avec aan = 0, et d’une proba-
bilité de transition Il = (7;;); jep, vérifiant (4.1.5) (et donc maa = 1).

Intuitivement, la démarche consiste & construire une chaine de Markov (&,) de transi-
tion II, et une suite de variables (.S,,) dont la loi, conditionnellement & (&,)n>0, est celle
décrite au corollaire 4.1.4, puis & définir X par (4.1.8). Formellement, les choses sont
évidemment un peu plus compliquées !

On considere d’abord la chaine de Markov “canonique” = = (', F, (&), ¢, (IP))icE,)
de transition IT (cf. la fin du paragraphe 1.3). Il est évident que IP/—p.s. on a &4 = A
pour tout m > 0 si &, = A, et aussi que IPh (£ = A) = 1. Ensuite on pose Q" =]0, 0o] ¥,
qu’on munit des variables Sy (sg, s1,...) = s, et de la tribu produit F” = (S, : n > 0).

Puis, pour toute suite w’ = (x¢, z1,...) dans Ea on note IP”(w’, dw”) 'unique probabilité
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sur (Q”, F") sous laquelle les (S,,) sont indépendantes, chaque S,, étant de loi exponentielle
de parametre a,,. Par un argument de classe monotone on vérifie immédiatement que
IP" est une probabilité de transition de (', F’) dans (", F”). D’apres le théoreme 1.2.4,
pour tout ¢ € Ea on peut munir 'espace produit

Q — Q/ X (2//7 fl// — f/ ® fl/

d’une unique probabilité IP; telle que IP;(A x B) = [ IP/(dw’)IP"(w', B)14(w’) pour tous
Ac F et B F”, et sous IP; on a les deux propriétés suivantes:

1. la suite (&,) a la propriété de Markov avec la transition II;

2. conditionnellement lorsque la suite (&) est fixée, les variables (S),)n>0 sont indépen-
dantes, et .S, est de loi exponentielle de parametre ag,,;

(ci—dessus, &, ou S, définis respectivement sur Q' et Q”, sont considérés également
comme des fonctions sur ).

Il nous reste alors & définir le processus (X;) sur Q par la formule (4.1.8), la filtration
Fi=0(Xs: s <t), la tribu F = V,; Ft, et le semi-groupe des translations (6;) comme
étant les uniques applications de Q dans lui-méme vérifiant identiquement (3.1.3) (avec X
au lieu de X, bien—str; l'existence des 6, est tres facile & montrer). On a a I’évidence la
troisieme propriété:

3. si X;(w) = A pour un ¢, on a aussi Xs(w) = A pour tout s > t.

Théoréeme 4.2.1. Le terme X = (Q, F, (F1), (6;), (Xy), (IP;)icE,) est un processus de
Markov de saut pur, qui est un processus minimal, et qui est associé auzx données I1 = ()
et (a;) par le théoréme 4.1.35.

Preuve. La seule chose non évidente est la propriété de Markov (3.1.4) du terme X.
Pour cela, il suffit de vérifier (3.1.5) lorsque u = &; pour i € Ea: en effet, en posant
P,(i,A) = IP(X; € A) on aura (3.1.4), et le fait que (P,) soit un semi-groupe découle
immédiatement d’une itération de la propriété (3.1.5).

Onpose Tp =0et T, =Syp+...+ Sp_1 pour n > 1, et T, = lim,, T;,. Remarquons
que toute variable F-mesurable Y vérifie Y (w) = a pour une constante o sur I’ensemble
{w: Xo(w) = A}, en vertu de la propriété 3 ci-dessus. Donc sur Pensemble F;-mesurable
{Too <t} onaYob =a,ectaussi X; = A, de sorte que (3.1.5) est satisfaite sur cet
ensemble.

Il nous reste a montrer la propriété suivante: considérons les ensembles Fi—mesurables
A(n,t) = {T,, <t < T,11}; si alors Z est une variable F;—mesurable bornée et Y est
F-mesurable et bornée, alors

B(Z Y 00, 144 = I (Z Ly B, (Y)) , (4.2.1)

et, par un argument de classe monotone, il suffit méme de montrer ceci lorsque ¥ =
f(So,. ..y Sm;&o, -, &m) pour une fonction mesurable bornée f. Le résultat est intuitive-
ment “évident” par application de la propriété de non—vieillissement de la loi exponentielle,
mais formellement c’est un peu compliqué...
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En restriction & l’ensemble A(n,t) chaque variable X, pour s < t est une fonction
de (So,...,Sn-1;&0,---,&n), donc il est est de méme de Z, de sorte qu’on peut écrire
Z 1 atma) = 9(S0, -+ n-1;80 - - -, €n) La(n,) Pour une fonction mesurable bornée g.

En utilisant les propriétés 1 et 2 ci—dessus, il est facile de voir que

m—1
E;(Y)= Z ( H ijd'kﬂ)

J1yoImEEA

/ - <H aj.e “J’k’"k> Froy . sTm3;Jos oy Jm)dro . .. drm,
0,00]™

avec la convention que la mesure a;e”%"dr est €4, si a; = 0. Il s’ensuit que le membre de
droite de (4.2.1) vaut, avec la convention ig = i:

n—1
2 : —a;, s R .
(H Wikﬂ'kﬂ)/ oo[nt1 (H aj.e "k k) 9(80, -+, 8n—15%0, -+ ,in)
. n

11,..,in€E \k=0 n+m—1
1{so+...+sn,1§t<so+...+sn}d50 ... dsp E , ( H ﬂ-il,iHl)
l=n

In41seintmE€EA

n+m
/ H ag e f(Tny e Trtm iy - s g ) AT - AT
0 OO m+1

Mais l'intégrale de a;,e™%n®* par rapport a ds,, sur ensemble {sg + ...+ sp,—1 < t <

S0+ .. +sn}, vaut  exp(—az, (t—(so+. .- +5n-1)) Lig>so+.. 45,1} de sorte que I'expression
précédente égale

n+m—1 n—1
—Q;, S
E H Wik’ikJrl / Haike i ok
i1y0ensin€F; in1yesindm €EA k=0 10,001 \ =0

. . —a; (t— n—
9(50, -, Sn—1390, . . . ,ip) e @in (= (s0FFonn) Lisototsn_1<tydso ... dsp—1

n+m
/ H a1 f(Tny e Trtm Gy - s g ) AT AT
Ooom+1

Dans la derniere intégrale on falt les changement de variables rp, = s si k > n+ 1 et
Tn =80+ ...+ 8, —t (pour so,...,s,—1 fixés), de jacobien 1, et I'expression précédente

devient
n+m—1 n+m
—a;, s
E : | I Tk yikt1 / | | aj e ko
) k:O Ooo]n+m+1

1150 in€F; ing 1,0 intmEEA

9(807 ceey Sn—1; i07 R in)1{So+...+Sn71§t<so+...+sn}
f(so+ . 4 Sn =1, Snt1y- -+ Sntmiiny -« bntm)dS0 - - - dSppm.

Comme sur l’ensemble A(n,t) on a (Sk,&k) 00 = (Sktn,Entk) pour k > 1 et (Sp,&p) 0l =
(So+...4+ Sp—t,&,), on voit que cette expression égale le premier membre de (4.2.1), et
la preuve est terminée. O
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Condition de “non—explosion”: Comme il est naturel, la donnée de IT et des a; permet
de reconstruire le processus jusqu’au temps T, (temps d’explosion), tandis qu’apres cet
instant on le pose égal & A de maniere arbitraire. Si on veut un processus a valeurs dans FE
lui-méme, il est nécessaire (et possible, de diverses manieres) de “prolonger” le processus
X au dela de T, ce que nous ne ferons pas ici.

Un cas important est celui ou il n’y a pas d’explosion, ce qui veut dire que IP;(T =
o0) = 1 pour tout i € E: en effet dans ce cas le processus de Markov X est son propre
processus minimal, et le processus X ci-dessus ne prend IP,—p.s. que des valeurs dans F,
lorsque @ € E. La propriété IP;(To, = 0o0) = 1 ne dépend que de II et des aj;, et il est utile
de disposer de conditions impliquant cette propriété.

A cet effet, pour tout A > 0 on note Q(A) = (¢(\)ij)i,jer la matrice donnée par (avec
la convention e~ = 0):

si a; >0
si ai:O

ai o
q(Nij = IE; (e—ASO 1{j}(€1)) = { o i (4.2.2)
La seconde égalité ci—dessus provient du théoreme 4.1.3-(1) et du fait que la transformée

de Laplace d’une variable exponentielle S de parametre a > 0 est IF (e_)‘s ) = ai X

Lemme 4.2.2. Les éléments de la puissance nieme Q(N)™ de la matrice Q(\) sont
donnés par q()\)z(»?) = IE; (e7n 1j3(6n))-

Preuve. Comme Sy = T c’est évident pour n = 1. Supposons la propriété vraie pour
n. Ona Ty =T, 4+ Soof0r, et £y =&1 007, et X7, =&, si T, < 0o, donc d’apres la
propriété de Markov forte et la convention e~ = 0:

IE; <€7AT"“ 1{j}(fn+1)> = I (6*”" L4, <0} <€7AS° 1{j}(§1)) °9Tn)
= B (¢ 1p, ey 60N s, )

— Z E; (e—/\Tn 1{1<;}(XTn)> Nk

keE

= S aWY aW = e,
keE

On obtient donc le résultat par récurrence sur n. O
Théoréme 4.2.3. Soit X un processus de Markov de saut pur, et A > 0 arbitraire.
(1) Il y a équivalence entre IPj(Too = 00) =1 et limy o0 Y e g q()\)gl) =0.

(2) 1l y a équivalence entre la propriété IP;(Tee = 00) =1 pour tout i € E (i.e., X est
sans explosion), et le fait que Q(N)f = f n’admette que f = 0 comme solution positive
bornée.

Preuve. D’apres le lemme on a Q(A)"1(i) = 3_,cp q()\)l(?) = F;i(e ™), qui décroit vers
g(i) = E;(e~ ), d’ou (1).

Soit f positive bornée, avec Q(N\)f = f, et b = sup; f(i). D’une part, f = Q\)"f <
bQ(A)"1 pour tout n, donc f < bg, de sorte que I'implication = de (2) découle de (1). On
aaussi 0 < g <1, et Q(\)g = lim, Q(\)"1g =g, dott I'implication < de (2). O
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Corollaire 4.2.4. Sisup;cpa; < 00, le processus X est sans explosion.

Preuve. Soit a = sup;a;. On a ;%5 < 45, donc Q(A)1 < 45 11 = 5 et par suite
Q" < (3%

)n—>0. O

Terminons par un critére de nature assez différente. On dit qu’un point ¢ est absorbant
si a; =0 (en effet, dans ce cas on a IP;(X; =14 Vt) =1).

Proposition 4.2.5. Si tous les points de E sont soit absorbants, soit récurrents pour
la chaine de Markov (&,) de transition I1, le processus X est sans explosion.

Preuve. Soit i € E. Si ¢ est absorbant on a IP;(Sy = oo) = 1, donc a fortiori IP;(To, =
o0) = 1. Supposons donc ¢ non—absorbant, mais récurrent pour la chaine (&,), et notons
Ny le kieme passage de la chaine (§,) en ¢, i.e. Ny =inf(l > 1:& = 1) et Ngyq = inf(l >
Ni +1:& =1). L’hypothese implique IP;(N; < o) = 1 pour tout k, et le corollaire 4.1.4
implique que les Sy, sont des variables indépendantes de loi exponentielle de parametre
a; > 0, sous IP;. On a bien—sur Toe > >~ Sn,, et cette somme est IP,—p.s. infinie d’apres
la loi des grands nombres (par exemple): d’ou le résultat. O

4.3 Les équations de Kolmogorov

On vient de voir qu’on peut reconstruire un processus de Markov de saut pur a partir
des quantités II et a;, au moins lorsqu’il n’y a pas d’explosion. On doit donc pouvoir aussi
calculer le semi—groupe P; a partir des mémes données, ce qui est I’'objet de ce paragraphe.
Ci-dessous on part donc d’un processus X auquel sont associés II = (7;;) et les a; > 0.

Rappelons que p(t )J = IP,(Xy = j). Sous IP;, il n’y a eu aucun saut entre 0 et ¢
avec la probabilité e~%! qui est approximativement égale & 1 — a;t lorsque t est “pe-
tit”; il y a eu exactement un saut entre 0 et ¢, arrivant en j # ¢, avec la probabilité
fg’ ae”%5m;;e~% %) ds  approximativement égale & a;m;;t pour t petit, et la probabilité
pour qu’il y ait eu au moins 2 sauts est de I'ordre de t2. En se rappelant que p(0); = 1 et
p(0)i; = 0 pour j # i, on s’attend donc a ce que t — p(t);; soit dérivable (a droite) en 0,
avec la dérivée suivante:

) —a; si j=1i

p'(0)i; = S (4.3.1)
a;mij si j #i.

On a en fait bien mieux:

Théoreme 4.3.1. Les fonctions t — p(t);; sont dérivables en tout point de IR, , et
vérifient les systemes d’équations différentielles et intégrales suivants:

P ()i = —aip(t)ij + ai Yy mik p(t)kj, (4.3.2)
k

t
p(t)ij = dije” %" + Z Wik/o ae” " p(t — s)i; ds. (4.3.3)
k
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Ces équations s’appellent les premiéres équations de Kolmogorov.

Preuve. Nous allons appliquer I'extension (3.1.10) de la propriété de Markov forte a la
fonction f(w,w’) = 11 (Xi—g, () (W) 1{syw)<t} (avec 'espace “auxiliaire” (E, &) de cette
formule pris égal a (Q, F) lui-méme), et la fonction identité Y (w) = w, et avec le temps
d’arréet T = Ty = Sp. On a alors V(w) = f(w,Y 0 0r(w)) = lisyw)<ey {3 (Xe(w)) et
J Pe(dw’) f(w, Y (W) = 1{gy )<ty P(t — So(w))rs, de sorte qu’il vient

p(t)ij = 6ijIP,(So > t) + Ey(V) = 06i5P(So > t) + IE; (1{sy<ty Ei(V|Fsy1))
= 0iIP(So > t) + IE; (1{sogt} p(t — SO)XSOJ) :

11 suffit alors d’appliquer le théoréme 4.1.3-(1) pour obtenir (4.3.3).

Le changement de variable ¢t — s = u dans (4.3.3) donne
t
p(t)ij = Sie ™" + e Y "y / ;e p(u)x; du. (4.3.4)
. 0

On en déduit (utiliser le théoreme de convergence dominée et le fait que ), m, < 1) que
les fonctions t +— p(t);; sont continues, puis (par dérivation des intégrales d’intégrands
continus par rapport a la borne supérieure) que leurs dérivées satisfont (4.3.2). O

Noter que (4.3.1) se déduit de (4.3.2), qu’on peut d’ailleurs réécrire sous la forme plus
compacte suivante:

Pl = PP, (4.3.5)

La formule ci—dessus est a prendre au sens “matriciel”, mais elle est évidemment a rap-
procher de I’égalité des membres extrémes de (3.3.3): si f appartient au domaine Dy du
générateur infinitésimal A du semi—groupe (F;), la dérivée a droite de t — P.f(x) est
AP, f(x). L’égalité de cette expression et de P, Af(z) suggere la propriété “matricielle”
suivante:

P/ = BP,. (4.3.6)
Ceci revient a écrire
P (t)ij = —p()ij aj + Y p(t)ik ax m, (4.3.7)
k
ou, sous forme intégrale:
¢
p(t)ij = dij e” ' + Z/ P(8)ik ar g e ds (4.3.8)
- Jo

(comparer & (4.3.4)). Bien entendu, (4.3.7) découle de (4.3.8) par dérivation, et ces for-
mules sont connues sous le nom de secondes équations de Kolmogorov.

En fait, les secondes équations de Kolmogorov ne sont pas toujours vraies, et on a

seulement le résultat suivant:

Théoréme 4.3.2. Si le processus de Markov de saut pur X est sans explosion (c’est-
a-dire IP;(Ts = 00) = 1 pour tout i € E), alors on a (4.5.7) et (4.3.8).
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Preuve. Supposons qu ‘on ait montré 1’égalité (4 3. 8) pour presque tout ¢t. La fonction

a(s) =, p(s)ikarmyje®® est p031tlve et vérifie fo s)ds < oo pour presque tout ¢, donc
pour tout ¢, et par suite t — fo s)ds est continue, ce qui entraine que (4.3.8) a lieu pour
tout ¢t. Il suffit donc de montrer que les transformées de Laplace des deux membres de
(4.3.8), en tant que fonctions de ¢, sont identiques.

Si A > 0, en utilisant Fubini, le lemme 4.2.2 et la propriété de Markov forte en chaque
T,, et comme il n’y a pas d’explosion,

[ee] n+1
()\+aj)/ e Mp(t)ydt = (A +a;)E Zl{]} &n) / e Mdt
0 n>0
S()OTn
= (A+aqj) ZE ( I (&n) _/\T"/ 6_/\5d8>
n>0 0
= ()\"FCL]')ZEZ' <1{j}(§n)e/\T”/ ajeaj“du/ e)‘sds>
= Y E (e ™) = ey (43.9)
n>0 n>0

La transformée de Laplace du membre de droite de (4.3.8), miltipliée par A\ + a;, s’écrit
A+ aj)/ e Mdt (513 et 4 Z/ )ik G Tkj € —a;(t=s) ds>
0
o0 o
= 0; + (A +ay) Z ay, Trj / e“jsp(s)ikds/ e~ Faitgy
L 0 s

o0
Y ) Ak Tkj
=5ij+zak”’fj/0 e 5()des—5w+zz Z’“)\—l—a;
k

k n>0

en vertu de (4.3.9) appliqué & p(s);x. D’apres (4.2.2) cette expression vaut

8is + 3 g =3 ().

n>0 n>0

Donc les trasformées de Laplace des deux memebres de (4.3.8), multipliées par A + a;,
sont identiques, et par suite (4.3.8) est vraie.

Passons a la preuve de (4.3.7). On pose g(t)ij = Y p(t)ikarmk;, de sorte qu'on peut
réécrire (4.3.8) ainsi:
t
p(t)i; = e " <5¢j +/ g(s)ije®?® d8> . (4.3.10)
0

Par ailleurs, en appliquant (4.3.4) et Fubini, on voit que si h(t)i; = >, mikg(t)r;,

t
g(t)i; = ae” %t (Trij —i—/ eh(u)i; du> . (4.3.11)
0
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D’abord, (4.3.10) implique que s +— g(s);; est intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue sur tout compact, donc fini pour presque tout s; par suite (4.3.11) montre que
u — h(u);; est aussi intégrable sur chaque intervalle [0, t] tel que g(t);; < oo, donc en fait
sur tout compact; par suite (4.3.11) encore montre qu’en fait t — g(t);; est continue (donc
finie partout): il suffit alors de dériver (4.3.10) pour obtenir (4.3.7). O

Equations de Kolmogorov et générateur. Revenons sur I’analogie entre les équations
(3.3.3) d’une part, les équations (4.3.4) et (4.3.5) d’autre part. Cette analogie conduit a
“identifier” A avec P’(0), et on a effectivement le résultat suivant:

Proposition 4.3.3. Si sup;cpa; < 00, le générateur infinitésimal (A,Da) du semi-
groupe (P;) est l'opérateur de domaine Dy = B (ensemble des fonctions bornées sur E),
et qui pour f € B prend la valeur:

AFG) = 00 f(G) = Y aimiy f(7) — aif (0)- (4.3.12)
J i

Preuve. Si f € B, on a ., mp(u)k;j|f(j)] < C, o C = sup; [f(i)|. Donc on déduit de
(4.3.4) et de Fubini que

Pf(i) = et ( £06) + /O " aie TIP, (1) du) , (4.3.13)

de sorte que |P;f(i) — f(i)| < 2CC"t, ot C' = sup, a;. On en déduit d’abord que By = B,
avec la notation (3.3.1). On en déduit ensuite que t — I1P,f (i) est continu, de sorte que le
membre de droite de (4.3.13) est dérivable en ¢, et un calcul simple montre que sa dérivée
en t = 0 égale le membre de droite de (4.3.12). Par suite si Af est défini par (4.3.13),

on a W 5B Af, et Af € B = By est évident: cela montre que B C D4, et comme
Pinclusion inverse est toujours vraie on a en fait D4 = B. La formule (4.3.13) est alors
évidente. O

Attention !! Le résultat précédent est fauxr lorsque que sup; a; = co: dans ce cas,
en effet, la formule (4.3.12) définit une fonction Af qui n’est pas bornée pour certaines
fonctions bornées f. On peut cependant montrer que la formule (4.3.12) est vraie pour
tout f € D4, mais cette affirmation est a manier avec précaution: en effet, le générateur
caractérise le semi-groupe, tandis que la formule (4.3.12) permet au mieux de récupérer
les a; et la matrice II, et donc pas le semi—groupe lorsqu’il y a explosion. Il semble y avoir
une contradiction, mais cette apparence est diie & une mauvaise lecture de (4.3.12). En
effet, le générateur est le "couple” (A, D4), et 'information manquante dans (4.3.12) pour
reconstruire le semi—groupe est en fait ”cachée” dans ’ensemble D 4.

Par exemple supposons que E = IN* et a; = 1/i? et mij = 1sij=14+1et =0 sinon:
le ”processus minimal” associé parcourt tous les entiers successivement, et reste dans i
un temps exponentiel de parametre 1/i%; comme la série Y1/ i? converge, il y a donc
explosion. Si apres chaque explosion le processus repart de 1, on obtient un semi-groupe
(P;); 'l repart chaque fois de 2, on obtient un autre semi-groupe (P/) (les deux processus
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correspondants sont différents: le premier ne retourne jamais en 1 apres 'avoir quité, le
second y retourne une infinité de fois). Au vu de (4.3.12), les deux générateurs (A, D4)
et (A, Dy) vérifient Af = A'f pour tout f € Dy NDy. Mais la fonction indicatrice
[ = 141) est dans D4 (puisque p(t)11 = e tet p(t);; = 0sii>2), mais n’est pas dans D 4/
(puisqu’on peut vérifier que lim inf; o p(t)i > e, et donc sup; |(P.f(i) — f(i))/t| = 00).
Par suite D g # D 4.

4.4 Classification et Stationnarité

On considere toujours un processus de Markov de saut pur X. De plus, et quoique
cette hypothese ne soit pas toujours nécessaire, on le supposera sans explosion.

4.4.1 Premiere classification

Exactement comme pour les chaines de Markov, on peut diviser ’espace d’état E en
“classes”, a condition de bien définir les temps de passage dans les états. On pose

R;=inf(t:t> Sy, X;=i), R =R

)

A Rn+1 B R:L + R; OQR? si R:L < 00
(2 ) -
’ ) si R} = oo.

(Nous utilisons la notation R; au lieu de T; comme dans le cas des chaines, puisque ici T,
désigne le nieme temps de saut de X).

Définition 4.4.1. Si i,j € E on dit que ¢ meéne a j, et on écrit 7 — j, si on a soit
i =j, soit IPj(R; < 00) > 0. On écrit i ~ jsii— jetjr— i

On a un critere analogue a la proposition 1.5.2, pour lequel nous devons aussi introduire
le potentiel U = (u;;) (c’est la méme notion que (3.3.7)):

Ujj = /Ooop(t)ijdt = IF; </OOO l{j}(Xt)dt> . (4.4.1)

Proposition 4.4.2. Supposons X sans explosion. Il y a équivalence entre les quatre
conditions

(a) i—j,

(b) wij >0,

(c) Il existe t > 0 avec p(t);; > 0,
(d) pour tout t >0 on a p(t);; >0,

et la relation i ~ j est une relation d’équivalence.

Preuve. Sij =1, on a p(t);; > e %' > 0 par (4.3.3) (par exemple), donc on a clairement
(a), (b), (c) et (d).

Supposons maintenant j # i. (d) = (c) = (b) = (a) sont évidents (car ¢t — p(t);;
est continue). Comme X n’explose pas, on peut écrire R; = T, o N est une variable
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aléatoire & valeurs dans {1,2,...,00}, et Rj <00 & N < 0o. Sous IP; et conditionnelle-
ment & (&, : n > 0), chaque variable T},, est une somme de m variables exponentielles
ou infinies, donc le support de sa loi est soit {00}, soit [R4. Donc le support de la loi de
T, sous IP; est soit [0, 0], soit [0, 00], soit {co}. Il en est évidemment de méme pour la
variable R;, de sorte que sous (a) le support de la loi de R; sous IP; est soit [0, 00], soit
[0,00]. Comme X; = j si Rj <t < Rj+ Spo0g; et comme Spo 0, est indépendante de
R; et exponentielle de parametre aj, il est alors clair que (a)= (d).

Enfin, la derniere assertion se montre comme dans la proposition 1.5.2, en utilisant
p(t+ s)ik > p(t)ijp(s) k- O

On peut alors considérer les classes d’équivalence associées a la relation ~ ci-dessus,
qu’on appelle simplement les classes du processus X. Elles se comparent aux classes de
la chaine de transition IT de la maniére suivante (attention: cette derniére chaine est &
valeurs dans Ea; mais {A} en constitue évidemment une classe, et les autres sont toutes
entierement contenues dans E):

Proposition 4.4.3. Supposons X sans explosion. Les classes de X sont exactement
les classes associées a Il et contenues dans E.

Preuve. En reprenant la preuve précédente, dans I'égalité R; = Ty la variable N repré-
sente le premier instant (entier, supérieur ou égal a 1) ou la chaine (&,) atteint j: donc
la relation ¢ — j signifie la méme chose pour X et pour la chaine associée a II, d’otu le
résultat. O

Enfin, vu la proposition 4.4.2, la notion de période n’a ici aucune signification: de ce
point de vue, les processus de Markov sont un peu plus simples que les chaines de Markov.

4.4.2 Seconde classification

Définition 4.4.4. Un état i est dit récurrent si IP;(R; < o) = 1 ou 8’il est absorbant
(a; = 0), et transient sinon.

Théoreme 4.4.5. Supposons X sans explosion.

(1) On a les équivalences

i récurrent < u; = 00 < IPi(N{R} < 00}) =1 Py(Vt,3s >t avec Xy =1i) = 1.
(4.4.2)
Dans ce cas si i est non-absorbant il est aussi récurrent pour la chaine (&,) et si de plus
i ~ j alors j est aussi récurrent et on a IPi(R; < o0) = 1 et uj; = oo et IP;(Vt,3Is >
t avec Xy =j) =1.
(2) On a les équivalences
i transient < u;; < 00 < Py (Up{R} = 0}) = 1< Py(3t,Vs >t ona Xs #1i) = 1.
(4.4.3)

Dans ce cas i est non-absorbant et sii ~ j alors j est transient et u;; < oo et IP;(3t,Vs >
tonaXs#j)=1.
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Preuve. Si i est absorbant, il est évident qu’on a les quatre assertions de (4.4.2), et tout
j ~ i verifie j = 1.

Supposons donc ¢ ~ j non—absorbants. Comme X est non—explosif, on a lim,, R} = oo,
donc clairement

Mp{R}' < oo} = {Vt,Is >t avec X; =i}, Up{R} =o0})={3t, Vs >tona X, F#i},
(4.4.4)
Noter aussi que

o
/ 1{7;}(X8)d8 = Sol{XO:i} + Z Sp o QR? 1{R?<oo}' (4.4.5)
0

n>1

Posons NP = 0 et N*™ = inf(n > NF: ¢, = 4) (temps de passage successifs de (&,)
en 7). Il est clair que R} = Tgr et R} est fini si et seulement si NJ* est fini (les N* ici
correspondent, pour la chaine (&), aux 7" du paragraphe 1.5.1). Ainsi on a

fij = Pi(Rj < 00) = IP;(N} < o0),
et d’apres le lemme 1.5.8 il vient
n+1 n n n
FoD = Py(RI™ < 00) = (NI < 00) = fij (fi)™ (4.4.6)

Comme Sy o Orn est exponentielle de parametre a;, donc d’espérance 1 /a;, conditionnelle-
ment & R} < oo, il découle de (4.4.1), (4.4.5) et (4.4.6) que

wj = 8 Bi(S0) + ) iS00 Ory 1R <oo))

n>1
1 . 1 .
= ' 5,']' + Z ]PZ(R] < 00) = o 51‘]’ + fz‘j Z(f”) L. (4.4.7)
J n>1 J n>1

Compte tenu de (4.4.4), (4.4.6) et (4.4.7), on obtient les équivalences dans (1) et (2), ainsi
que le fait que 7 est récurrent pour X si et seulement s'il est récurrent pour (&,) (rappelons
que 7 est non—absorbant, donc a; > 0). Au vu de (4.4.4) et (4.4.7) et du théoréme 1.5.9,
les dernieres assertions de (1) et (2) sont aussi immédiates. O

4.4.3 Propriétés ergodiques

On va maintenant étudier le comportement ergodique du processus X, c’est-a-dire
'existence de limites pour les p(t);; lorsque t — oo, au moins dans le cas non—explosif.
Les résultats sont plus simples que dans le cas discret, puisqu’il n’y a pas de notion de
période. Nous allons nous contenter d’un résultat partiel, qui n’explicite pas la limite
obtenue. Pour simplifier on supposera aussi X sans explosion.

Théoréme 4.4.6. Supposons X sans explosion. Pour tousi,j € E les quantités p(t);;
convergent vers une limite o;; lorsque t — oo. De plus:

(1) St j est transient on a a;j = 0 pour tout i.
(2) Si j est récurrent on a a;j = IP;(Rj < 0o)ajj; si de plus i~ j, on a a; = oyj.
(3) Ona}_;a; <1
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Preuve. On fera la démonstration seulement dans le cas ot on a ’hypothese supplémentaire
suivante, dont on peut en fait se dispenser: a savoir que A = sup; a; < co.

Soit s > 0. La matrice P; est la probabilité de transition de la chaine de Markov (a
temps discret) (Xps)nemw, et évidemment (Ps)" = Pps. De plus p(s);; > e~%* > 0, donc
la période de j pour cette chaine est 1. En vertu du théoreme 1.6.6 et de son corollaire
1.6.7, la suite p(ns);; converge vers une limite v(s);; quand n — oo.

Soit maintenant ¢ > 0; il existe un entier n tel que ns <t < (n+1)s, et P, = PPy ps.
Avec la notation g(u);; de la preuve du théoreme 4.3.2, il vient alors par (4.3.8):

t—mns
p(t)ij = plns)ige™ )+ p(ns)a / gluy e gy
k 0

D’une part on en déduit que p(t);; > p(ns);je~%*; donc pour tout s > 0 fixé, et comme
n — oo lorsque ¢t — oo, on obtient

bij = limtinf p(t)ij > v(s)ije”Y°.
D’autre part notre hypothese additionnelle implique que g(u)y; < A pour tout k, donc on
a aussi p(t);; < p(ns)ij + sA, et par suite

cij = limtsup p()ij < v(8)ij + sA.

En rassemblant ces deux résultats, on voit que ¢;; — bj; < sA+1 — e®J% pour tout s, et
comme cette derniere quantité tend vers 0 quand s — 0 on en déduit que c;; = b;;: cela
entraine que p(t);; converge vers une limite a;; (= b;;) quand t — oo, et évidemment on
a en fait v(s);; = a;; pour tout s.

Comme ), p(t);; = 1, (3) découle de ce qui précede et du lemme de Fatou. (2) provient
immédiatement du fait que si j est transient on a u;; = [;° p(t)ijdt < oo (cf. théoréme
4.4.5). Supposons enfin j récurrent. En utilisant la propriété (3.1.10) avec le temps d’arrét
R; on voit que

p(t)i; = P;(R; <t, Xy =j) =IE; (1{Rjgt} p(t — Rj)a‘a’) :

Lorsque ¢ — oo, la variable 1;p. <1 p(t — R;);; converge simplement vers 1(p. -y, donc
la premiere partie de (2) provient du théoreme de Lebesgue, et la seconde de la premiere
et du fait que IP;(R; < c0) =1 si i~ j (cf. théoreme 4.4.5-(1)). O

4.4.4 Probabilités invariantes

Nous nous contenterons d’examiner le probleme de ’existence et de la détermination
des probabilités invariantes (les lois initiales qui rendent le processus X stationnaire,
d’apres la proposition 3.1.9). On pourrait utiliser le théoréme ergodique 4.4.6, mais outre
le fait qu'on n’a pas explicité les limites dans ce théoreme (et qu’il n’a été montré que
lorsque sup; a; < 00), il est intéressant de relier les probabilités invariantes aux termes IT
et a;.
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Théoréme 4.4.7. Supposons X sans explosion. Si p = (p;) est une probabilité sur
E, il y a équivalence entre les assertions suivantes:

(i) u est invariante.
(i) On a Uéquation matricielle pPj = 0.
(iit) On a pia; = Y, pja;mj; pour tout i.

Bien qu’il n’en découle pas au sens mathématique, ce théoreme est a rapprocher de la
proposition 3.3.9.

Preuve. La matrice P étant donnée par (4.3.1), il est clair que (ii) = (iii).

On va utiliser les matrices Q(A) = (g(N);;) de (4.2.2) pour A > 0, et le lemme 4.2.2.

D’apres Fubini, la propriété de Markov forte et le fait que IF;(1 — emM0) = aj{\f‘ ~, on
obtient (rappelons que e~ = 0):
A / e Mpt)y dt = B (A / e M 1 (X0) dt)
0 0
Tn+1 A\
= Ez‘ Zl{j}(XTn) l{Tn<oo} /\/ e~ t dt
n20 Tn
= Z IE; (1{j}(XTn) o Nn (1 _ 67)\5‘0097%>)
n>0
_ A m A
= ¥ B (1p0m) 7 ) = Y
T;) {]} aj + A HZZO J aj + A

Sion a (i) il est clair que

o 1
/0 e MY pip(t)ji dt = Y M (4.4.8)

J

pour tout A > 0. Supposons a l'inverse (4.4.8); le membre de gauche (resp. de droite)
est la transformée de Laplace en a de la fonction positive continue ¢ — 3 p1;p(t);i (resp.
t — p;), donc par un résultat classique ces deux fonctions sont égales: ainsi, (i) équivaut
a (4.4.8) pour tout A > 0 et tout i.

D’apres le calcul précédent et Fubini, (4.4.8) et donc (i) équivalent &

pilai+2) =X > > )y (4.4.9)

j n>0

pour tout 4. Mais 3 g Q(N)" =1 + (ano Q(A)") Q(A), donc (i) équivaut aussi a

n>0

paai +2) = A+ D (A D Y a | aW (4.4.10)
k J
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pour tout i. En injectant (4.4.9) dans (4.4.10), cela conduit a

,ui(ai + )\) = A+ Z uk(ak -+ )\)q()\);ﬂ (4.4.11)
k

pour tout i. Vu (4.2.2), ceci n’est autre que (iii), et donc (i) implique (iii).

A Pinverse, si on a (iii), on a aussi (4.4.11), et en itérant on voit facilement que pour
tout ¢ > 1, on a

q—1
pilai +0) = 2> e S a7 lar + ALY,
k n=0 k

Mais d’apres le théoreme (4.2.3, notre hypothese de non—explosion entraine que le dernier
terme ci—dessus tend vers 0 quand ¢ — co. En passant a la limite, on obtient donc (4.4.9),
et on a donc (i). O

En d’aures termes, si on asocie a toute mesure p la mesure p/ définie par p) = p,a;,
la mesure p est invariante pour le semi—groupe de X si et seulement si la mesure p’ est
invariante pour la transition II (en restriction a E). Mais il faut faire attention: si p est
une probabilité il se peut que p' n’en soit pas une, et méme soit infinie; inversement si
IT admet une probabilité invariante y/, la mesure associée  n’est pas nécessairement une
probabilité, et peut étre infinie.

Une maniere de trouver les probabilités invariantes est alors la suivante: d’abord, si ¢
est absorbant, la masse de Dirac ¢; est évidemment invariante. Ensuite, on détermine les
mesures invariantes p/ pour IT (un probléme a priori plus simple...) portées par une classe
d’équivalence de II (donc vérifiant p; = 0 si ¢ est absorbant); on pose alors p! = pu;/a;
(avec 0/0 = 0); si C' = Y, ! < 00, la mesure p; = !/ /C est une probabilité invariante
pour X. Enfin, toute combinaison linéaire convexe de probabilités invariantes est encore
une probabilité invariante.

Corollaire 4.4.8. Supposons X sans explosion. Si la chaine (§,) associée a 11 est
wrréductible récurrente, le processus X est aussi irréductible récurrent, et admet au plus
une probabilité invariante.

Preuve. Dans ce cas on sait que les états sont tous non—absorbants. De plus le théoreme
4.4.5 entraine que X possede une seule classe, dont tous les états sont récurrents. Soit
et v deux probabilités invariantes pour (FP). Alors y' et v/ sont invariantes pour II, et
d’apres le théoréme 1.6.2 on a u; = av) pour une constante a > 0, et comme a; > 0 et
> i Mi =Y ;v; =1 on a nécessairement p = v. O

Remarque: Rappelons encore que si la chaine (&,) est irréductible récurrente positive
on n’est pas sur de 'existence d’une probabilité invariante pour X. Si a l'inverse X est
irréductible et possede une probabilité invariante, tous les états sont récurrents pour X
(car en passant & la limite dans P, = p on obtient Zj picyj = pj, donc ag; > 0 pour
au moins un couple (4, 7) et on applique le théoreme 4.4.6), donc tous les états sont aussi
récurrents pour (&,); mais ils ne sont pas nécessairement positifs pour cette chaine.



Chapitre 5

Processus de Poisson

5.1 Le processus de Poisson

5.1.1 Les processus de comptage

Définition 5.1.1. Un processus de comptage est un processus N = (Ny¢)¢>o dont les
trajectoires ¢ — Ny(w) sont & valeurs dans IN = {0,1,...,00}, croissantes, continues &
droite, nulles en 0, et de sauts de taille 1.

On associe au processus de comptage N ses temps de saut successifs T}, et les intervalles
inter—sauts Sy, par les formules suivantes (avec la convention co — 0o = 00):

T, = inf(t : Ny = n), Sp = Tnt1 — Ty, Vn € IN, (5.1.1)

et on pose aussi T, = lim,, T;,, le “temps d’explosion”. Les temps Ty et T, ne sont pas
des temps de saut. On a N; = 0o si et seulement si t > T, et le processus N est dit
non—ezplosif si T, = oo identiquement (ou au moins p.s., si on a une probabilité).
Remarquer que T;, < Ty, 11 si T, < 00, et en particulier 77 > 0. On peut imaginer que
les T}, pour n > 1 sont les temps d’occurrence d’un certain événement, et IN; est le nombre
d’occurrences sur U'intervalle |0, ¢]: cela explique la terminologie “processus de comptage”.

Si (5.1.1) donne les T;, et les S,, en fonction de N, on peut a 'inverse reconstruire le
processus N a partir des T}, (une suite de variables avec Ty = 0, Ty, 41 > T}, si T), < oo et
Tph+1 = oo si T), = 0), ou des variables S,, strictement positives, grace aux formules

Nt:Z1{Tn§t}, Ty=So+...+S,1 sin>1. (5.1.2)
n>1

(I'indexation des S, en partant de Sp, est la méme que pour les processus de Markov de
saut pur).

Si enfin on a une filtration (F;), en remarquant que {Ny = n} = {T,, <t < Tp41} et
que {T,, <t} = {Ny > n}, on voit qu’on a:

N est adapté <= les T}, sont des temps d’arrét. (5.1.3)

77
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5.1.2 Trois définitions équivalentes

11 existe plusieurs définitions possibles — équivalentes — du (ou des) processus de Pois-
son. La premiere n’est pas la plus “élémentaire”, mais elle est la plus facile a énoncer,
quand on connait les processus de Lévy.

Définition 5.1.2. On appelle (F;)—processus de Poisson un processus de comptage
N sur un espace probabilisé filtré (Q, F, (F¢), IP) qui est aussi un (F;)—processus de Lévy.
Lorsque F; = o(Ny : s < t) on dit simplement processus de Poisson.

Ainsi, un processus de Poisson prend ses valeurs dans IN (comme processus de comp-
tage) et dans IR? (comme processus de Lévy), donc d = 1 et en fait il prend ses valeurs
dans IN. 1l est donc non-explosif. Noter aussi qu'un (F;)-processus de Poisson est a
fortiori un processus de Poisson.

Donnons maintenant, sous forme de propriétés équivalentes a la définition 5.1.1, deux
autres définitions des processus de Poisson.

Théoréme 5.1.3. Soit N est un processus de comptage adapté a une filtration (Fy).
1l y a équivalence entre

(1) N est une (Fy)-processus de Poisson,

(2) Il existe A > 0 tel que le processus Ny — At soit une martingale relativement a (Fy).
Si de plus Fi = 0(Ng : s < t), ces deuz propriétés sont aussi équivalentes a

(3) les Sy, sont des variables indépendantes de loi exponentielle de méme paramétre
A > 0 (rappelons qu’une variable exponentielle de parametre 0 est identiquement infinie).

Enfin dans ce cas, le nombre X est le méme dans (2) et dans (3), et est appelé le parametre
du processus de Poisson.

Une conséquence importante de ce théoreme est que pour tout A > 0 il existe un
processus de Poisson de parametre A, et un seul en loi: il suffit de construire une suite
(Sp) comme dans (3), et de poser (5.1.2).

La preuve sera faite en plusieurs étapes, en méme temps que nous démontrerons
quelques autres propriétés intéressantes.

Lemme 5.1.4. On a (1) = (3).

Preuve. Sion a (1), N est de saut pur et vérifie la propriété de Markov, donc d’apres le
théoreme 4.1.3 la variable Sy est exponentielle avec un certain parametre A > 0. Si A =0
on a Sy = o0 p.s., donc aussi S, = 0o p.s. d’apres (5.1.1), et on a (3).

Supposons alors A > 0. En utilisant les translation 6; associées & N comme dans (3.2.9),
on voit que S, = Sp o O,. La propriété (3.2.10) entraine alors que S,, est indépendante
de Fr,+ et de méme loi que Sy, conditionnellement & {7,, < oco}: on en déduit d’abord
par récurrence sur n que 1, < oo p.s., puis donc que S, est indépendante de Fr, 1 et a
fortiori de Sy, ..., Sp—1: on a donc (3). O

D’apres cette preuve, on peut considerer le processus de Poisson comme un processus
de Markov de saut pur a valeurs dans IV; avec ce point de vue, les caractéristiques II et
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a; qui lui sont associées dans le théoreme 4.1.3 sont

1 sig=1+1
a; = )\, 7Tij = (5.1.4)
0 sinon.

Pour le résultat suivant, rappelons que la loi gamma de parametre A > 0 et d’indice n

est la loi de densité
A" Snfl

Joa(s) = =1

Donc si n =1 c’est la loi exponentielle de parametre . La transformée de Laplace en est

e 1R, (s). (5.1.5)

Lemme 5.1.5. S5i N est un processus de Poisson de paramétre A > 0, la loi de Ny est
la loi de Poisson de paramétre At (i.e., IP(Ny =n) = % e M pourn € IN), et la loi de
T, est la loi gamma de paramétre \ et d’indice n.

Preuve. Comme T, est la somme de n variables exponentielles de parametre \ et indé-
pendantes, sa transformée de Laplace est v — (¢11(v))" = ¢p.a(v), et on a la seconde
assertion. On a aussi

P(N; =n) = IP(T), <t < Tpy1) = IP(T,, < t) — IP(Tp41 < 1)

Une intégration par parties utilisant les fonctions u(s) = e™* et v(s) = /\:L‘?n donne
t t
| faas)ds = utto®) = w©)e(0) + [ fusras)ds,
0 0
et u(t)v(t) = (A;;)n e M et u(0)v(0) = 0, d’ot1 la premiere assertion. O

Lemme 5.1.6. On a (1) = (2) et le paramétre A dans (2) est le méme que dans (3).

Preuve. Supposons (1). D’apres les lemmes précédents on a (3) avec un parametre A > 0
et si A > 0 la variable NV; est intégrable et d’espérance At; si A = 0 on a Sy = oo p.s., donc
N¢ =0 p.s., donc en fait IE(N;) = At dans tous les cas.

Posons M; = Ny — At, qui est Fy—mesurable et d’intégrale nulle. En utilisant le fait
que Nyys — Ny est indépendante de F; et de méme loi que N, on voit que

E(Mys — My|Fy) = IE(Niys — Ne|Ft) — As = IE(Ng) — As = 0,
d’ou (3) avec le parametre . O
Lemme 5.1.7. Si Fy; =0(Ns;:s<t), ona (3) = (1).
Preuve. Il s’agit de montrer la propriété suivante: étant donnée une suite (Sy)nen de
variables indépendantes et exponentielles de parametre A, le processus N défini par (5.1.2)

est un processus de Poisson, relativement a la filtration 7y = 0(Ng: s <t). SiA=0ona
en fait NV =0 et il n’y a rien & montrer, donc nous supposons A > 0.



80 M2 2004-05: Processus de Markov — Chapitre 5

D’abord, d’apres le loi des grands nombres 7,,/n — 1/\ > 0 p.s., donc T,, — oo p.s.
et le processus N est non—explosif.

On peut voir le résultat comme un cas particulier du théoréeme 4.2.1, avec les données
(5.1.4), mais il est aussi simple (ou compliqué...!) de reprendre la méme démonstration
plutét que d’adapter ce théoreme. Comme toute variable Fi—mesurable est égale, en
restriction a chaque ensemble { N; = n}, & une fonction de (S, ..., S,—1), il suffit (& cause
du caractére non—explosif) de montrer que pour tous m,n € IN, tous s,t > 0 et toute
fonction borélienne bornée g sur IR,

E(Z 1{Nt:n} ]‘{Nt+s—Nt:m}) = E(Z 1{Nt=n}) P(NS = m) (516)

On a calculé déja IP(Ng; = m) dans le lemme 5.1.5), mais comme cette quantité est
IP(T,, < s <Ty+1) on peut aussi I'écrire ainsi:

IP(Ng =m) = /0 - (H A e”’“) (roy ooy Tm)drg . . . drp,

avec f(ro,- -, "m) = Lipot. frm_1<s<ro+..4rm}- Donc le membre de droite de (5.1.6) vaut

n

Am[n+1 (H A €_>\Sk> 9(307 B Sn—l) 1{50+...+sn_1§t<so+...+sn}d30 cee dsn

k=0
/ <H)\e ”) (roy ey Tm) dro ... drpy,.
Ooo[m+1

L’intégrale de s, — Ae " sur I'ensemble {sg + ...+ 8,1 <t < 59+ ...+ s,} égale
exp(=A(t — (so + ...+ 8n-1)) Liz>s+...45,_}> donc I'expression précédente vaut

n o= —Ar
/]\Oyoo[n-‘rm_'.l )\ e t (g )\ (& l) 9(507 ey Sn—1)1{50+.,.+5n_1§t}f(r(), e 77’m)
dsg...dsy_1drg...dry,.

On fait les changement de variables s, =rpsik >1et s, =ro+t—(so+ ...+ sp-1),
de jacobien 1, et ’expression précédente devient

n+m
—As
H Ae k 9(507 SRR STL—1> 1{so+..‘+sn_1§t<so+...+sn}
]O’Oo]n+m+1 k=0

f(so+ ...+ S —t,Snt1y-- s Sntm)dSo - - . dSptm,

qui égale clairement le premier membre de (5.1.6), et la preuve est terminée. O

[13

La preuve de l'implication (2) = (1) nécessite une version élémentaire du “calcul
stochastique” discontinu. On se place sur une espace probabilisé filtré. Un processus X
est dit a variation finie s’il est la différence de deux processus croissant positifs, continus

a droite, nuls en 0, soit X; = X; — X}'. La “variation” de X est le processus X] + X/'.
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On peut intégrer par rapport a un tel processus X tout processus H = (H;) borné et a
trajectoires continues a gauche, par exemple:

t t t
/ HydX, = / HydX! — / H,dX",
0 0 0

ou les deux intégrales de droite sont des “intégrales de Stieltjes” (la premiere, par exemple,
est l'intégrale de s — H, par rapport a la mesure dont la fonction de répartition est
t — X/); tout ceci se fait “w par w”.

Lorsque de plus H s’écrit Hy = ano anli, T, +1}(t), pour une suite de variables a,
uniformément bornées, et une suite strictement croissante (7},) tendant vers l'infini, on a
évidemment

t
/0 HydX, = Zan(XTn+1 At — X1, A1) (5.1.7)
n>0

ou la somme ci—dessus ne comporte qu’un nombre fini (aléatoire) de termes non nuls.

Lemme 5.1.8. En plus des notations et hypothéses ci—dessus, supposons que les T,
soient des temps d’arrét, que les oy, soient Fr, + —mesurables, que X soit une martingale et
que sa variation X, + X|' soit intégrable pour tout t. Alors le processus H o Xy = fot H,dX,
donné par (5.1.7) est également une martingale continue a droite.

Preuve. Posons Y = H e X. Si C est une borne pour H, on a |Y;| < C(X{ + X/), qui
est intégrable, et (5.1.7) montre que Y; est F;—mesurable (cf. la partie (b) de la preuve
du théoreme 3.1.6), et la continuité a droite de Y est évidente.

Il reste & montrer que si s < t on a IE(Y; — Y5|Fs) = 0. Vu (5.1.7), il suffit de montrer
que IE(U,|Fs) = 0 pour chaque n, ou

Un = Qp, (XTn+1/\t _XT,L/\t _XTn+1/\S +XT"/\S) .

11 suffit méme de le montrer séparément sur les trois éléments A, = {T,+1 < s}, B, =
{T, < s <Thu1}, Cp ={s <T,}. Sur A, on a U, = 0, d’ou le résultat. Sur B,, on
alU, = ozn(XTn+1/\t — Xs) et aplp, est Fg—mesurable, donc E(U,lp,|Fs) = 0 par le
théoreme d’arrét pour les martingales a temps continu, continues a droite. Sur C,, on
a Up = an(Xr o At — X1y Ad) Y Tu<tys €6 anliz, <iy est F (g, A1)+ mesurable, donc une
nouvelle application du théoreme d’arrét montre que IE(U,1¢, |Fs) = 0. O

Lemme 5.1.9. On a (2) = (1).

Preuve. On part d’'un processus de comptage NN, tel que le processus M; = N — At
soit une martingale relativement a la filtration (F;), pour un certain nombre A > 0. En
particulier IE(M;) = IE(My) = 0, donc M; et aussi IV; sont a valeurs finies p.s.: par suite
N est non—explosif.

Si A =0, on aaussi E(N;) = IE(M;) = 0. Donc en fait N = 0 et le résultat est
évident. On va donc supposer A > 0 dans la suite. L’idée consiste a appliquer le lemme
précédent avec la martingale M (qui vérifie toutes les hypotheses, et en particulier sa
variation M/ + M} = Ny + At est intégrable), et avec le processus H; = (u — 1)u™t-, o
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u € [0,1] et Ny désigne la limite & gauche de N au temps ¢. Il est clair que |Hy| < 1,
et on a aussi Hy = Y, ~qanljp, 1,,,](t) avec les T;, qui sont les temps de saut de N et
ap, = (u — 1)u™. Par suite le processus

t t t
Yt:/ HdeS:/ HstS—)\/ Hds
0 0 0

D’autre part le processus t — fg HydNjy est constant sur chaque intervalle [T, Ty 1],
et au temps T}, (avec n > 1) il saute de la quantité o, = (u — Du""! = 4" — y!
Le processus u* a exactement les mémes propriétés, donc ces deux processus ne different
que par leurs valeurs a l'instant 0, et donc

est une martingale.

t
uVt = 1+/ HdN,.
0

En rassemblant ces deux résultats, on voit que le processus Z; = vt —1 — A fg Hds est
une martingale nulle en 0. Donc en utilisant le théoreme de Fubini pour les espérances
conditionnelles, pour tous s,t > 0 on arrive a

E (uNt+s —N¢ |~7:t)

—~

E(1+ w N (Vs — uNt)|.7-"t)
t+s

= 1+u™MFE(Ziys— Zi+ A Hrdr|]-"t>
t

= 1+ Au—1)e M / E (uN‘+“|.7-"t) dr
0
= 1+Au—-1) / E (uNetr =N Fy) dr (5.1.8)
0
Cela prouve que ¢y (s) = F(uMNt+s—Nt|F,) (pour t, u fixés) vérifie I'équation intégrale

Gu(s) =14+ Nu—1) /OS Gu(r)dr. (5.1.9)

Par ailleurs ¢, est une fonction continue a droite de s, donc nécessairement ¢, (s) =
eMu=Ds - egt-a-dire
BN Fy) = Ml (5.1.10)

Ci—dessus a droite, et en tant que fonction de u, on obtient la fonction génératrice de la
loi de Poisson de parametre As, et comme la fonction génératrice caractérise la loi on en
déduit que la loi conditionnelle de Ny, — N; sachant F; est la loi de Poisson de parameétre
As: cela prouve (1), et aussi la seconde partie du lemme 5.1.5.

Nous avons été trop vite, car (5.1.8) et la fonction ¢, elle-méme (qui est aléatoire) ne
sont vraies ou définies qu’a des ensembles négligeables pres. Mais cela peut se justifier: on
peut considérer la loi conditionnelle si F; du processus (N, = Nyys — Ni)s>o, soit P/ =
IP'(w; dw'). Ensuite on prend la version de ¢,, donnée par ¢, (s)(w) = [ IP'(w, dw’)uN="),
qui d’'une part vérifie (5.1.9) presque sirement, pour chaque s fixé, et d’autre part est
continue a droite en s: par suite elle vérifie (5.1.9) pour tout s, en dehors d’un ensemble
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négligeable, et on en déduit (5.1.10), donc ¢y(s) = e*»~ D5 en dehors d’un ensemble
négligeable. Enfin les deux membres de cette égalité sont (pour s fixé) continus en w:
donc on a ¢, (s) = eMN¥ D5 pour tout u € [0, 1], en dehors d’un ensemble négligeable, ce
qui prouve que pour presque tout w, sous IP'(w,.) la loi de N! est la loi de Poisson de
parametre As: a ce point, la démonstration est correcte et achevée. O

En rassemblant tous ces lemmes, on obtient le théoreme 5.1.3.

5.1.3 Trois autres caractérisations

Il existe une autre maniere de considérer un processus de comptage, comme étant la
“fonction de répartition” d’une mesure aléatoire sur IRy. En effet au processus N défini
sur I'espace probabilisé (2, F, IP) on peut associer la mesure 1 = pu(w, dt) sur IR; par

u(w, dt) = Z 1{Tn(w)<oo} ETn(w) (dt), (5.1.11)

n>1

et on a N¢(w) = p(w, [0,¢]). Une telle mesure (aléatoire), somme de masses de Dirac en des
points 7, deux-a-deux distincts, s’appelle une “répartition ponctuelle” su IR, (ou plutot,
sur ]0, oo, puisqu’on a exclu Ty = 0 de la somme). Clairement, w +— p(w, A) est mesurable
pour tout borélien A.

Les trois définitions précédentes pour les processus de Poisson sont adaptées aux pro-
cessus indicés par IR, (ou éventuellement IR) mais n’ont aucun sens lorsque l’espace
des “temps” est IRY, ou un espace “abstrait”. Nous proposons ci—dessous trois autres
définitions équivalentes aux précédentes, et qui s’étendront aux répartitions ponctuelles
sur un espace plus général que IR;. La encore, ces définitions supplémentaires seront
formulées comme des propriéés caractéristiques.

Pour formuler ce théoréeme nous avons encore besoin de notations. On note m la
mesure de Lebesgue sur IR,. Pour tout borélien A on note p4 la restriction de p a A, i.e.
ua(B) = u(AN B). On considere alors la tribu

F(A)=o0(ua(B): BER;) (5.1.12)
qui est “engendrée” par la restriction p4 (R4 est la tribu borélienne de IR, ). 1l est clair
que F([0,t]) = o(Ns, s < t).

Pour toute fonction borélienne positive sur IRy on note u(f) = u(f)(w) l'intégrale de
f par rapport a la mesure pu(w,.), c’esta-dire

n>1

Il est donc évident que w +— u(f)(w) est mesurable.

Enfin, si £ € R4 vérifie 0 < m(E) < oo, on dit qu'une variable S est “uniformément
répartie sur E” si sa loi est la restriction de m a E, normalisée par m(FE) (i.e., IP(S €

A) = mgégf )). Si Si,..., S, sont m variables indépendantes uniformément réparties sur

E, on appelle “réarrangement croissant” des .S; la suite Ry,..., R, de variables telles que
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Ry < ... < R, et que les deux ensembles {R; : 1 < i < m} et {S;:1 <1i < m} soient
les mémes. On voit facilement qu’il existe une “version mesurable” de ces variables, et en
dehors d’un ensemble négligeable les S; sont toutes différentes, donc R; < ... < Ry, p-s.

Théoréme 5.1.10. Soit N un processus de comptage sur un espace (Q, F,IP), et p
la mesure aléatoire (répartition ponctulle) associée par (5.1.11). Fizons également une
partition borélienne (Ey)p>1 de IRy avec m(Ey) < oo pour tout n. Il y a équivalence
entre

(1) N est un processus de Poisson de paramétre A > 0.

(4) Pour toute famille (A;)1<i<n de boréliens de IRy deuz-a-deux disjoints, les variables
w(A;) (= p(w, A;)) sont indépendantes, et IE(u(A)) = Am(A) pour tout borélien A.

(5) Les tribus F(E,) sont indépendantes; de plus, pour chaque n la loi de pu(Ey,) est
de Poisson de paramétre \m(E,,); enfin, conditionnellement au fait que u(E,) = m pour
un m > 1, si on note Ty, < ... < T, les temps successifs T,, appartenant ¢ E.,, la
loi de (Ty,,...,Ty,,) est la méme que la loi du réarrangement croissant de m variables
indépendantes uniformément réparties sur E,.

(6) Pour toute fonction borélienne positive f l'application w — p(f)(w) est mesurable,
et on a (avec e=>° =0):

E(e ")) = exp (—/\/000(1 - ef(t))dt> : (5.1.13)

Noter que dans (5), la partition (E,,) est totalement arbitraire. Cette propriété fournit
une nouvelle méthode de construction d’un processus de Poisson: on prend par exemple
E, =|n — 1,n]; puis on construit des suites (Mp)n>1 €t (Rpm)n>1,m>1 de variables glob-
alement indépendantes, telles que chaque M,, suive la loi de Poisson de parametre A\ et
chaque R, ;, suive la loi uniforme sur E,. Il reste alors a poser

M,
= Z Z € R > ol une somme “vide” vaut 0, (5.1.14)
n>1 m=1

et Ny = p(]0,2]).

Dans (6), l'application f — E(e*“(f)) s’appelle la fonctionnelle de Laplace de la
mesure aléatoire pu.

La encore la preuve sera faite en une série de lemmes. Noter que si A = 0, les quatre
conditions (1), (4), (5) et (6) impliquent chacune que N = 0, et il n’y a donc rien a
montrer. Donc dans la suite on suppose toujours A > 0.

Lemme 5.1.11. On a (1) = (6).

Preuve. Soit fa(t) = f(t)1;<a}. D'une part u(fa) croit vers u(f) quand A — oo, donc
e #f4) décroit vers e*f) en restant borné par 1, donc IE(e #(f4)) — [E(e=#(/)). D’autre
part fooo(l —efa®)dt — fooo(l —e~TM)dt, toujours d’apres le théoréme de Lebesgue. Par
suite il suffit de montrer (5.1.13) pour chaque f4, donc en fait pour une fonction borélienne
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positive f vérifiant f(t) = 0 pour tout ¢ > A, ou A est un réel arbitraire. Dans ce cas,
(e~ Z 4y, ol a,=IE (e— I (T {NA:H}) '

D’apres la propriété (3) du théoreme 5.1.3, il vient

n
—As; — no “+...4s;_
an — / H A e s e 27*1 f(SO 53 1) 1{50+~~-+5n—1§A<50+~~-+5n} dSO e dSn
R \iZo

_ \te M /n e =1 fsot.Fs5-1) Lot s 1<A} dso . ..dsp—1
+

/\nei)\AOé, ol a = / § 6—2?:1 f(t5) 1{t1<t2<.~~<tn§A} dty .. .dtn,

oil la seconde égalité est obtenue en intégrant s, — Ae~**" sur 'ensemble {t — (sg+ ...+
Sn—1), 00|, et la seconde en faisant les changements de variables t; = sg + ...+ s;_1.

Soit Sy, I'ensemble des permutations de {1,...,n}. Si o € Sy, ona Y1 f(te) =
> iz1 f(ti). Par suite en faisant les changements de variables t; = t,(;) dans l'intégrale
définissant «, on voit qu’on a

o = / . e Z]’:l f( tj) 1{t0(1)<to(2)<---<t0(n)§A} dtl L. dtn

Comme UaeSn{(t17""tn) Cto) < to) < o0 <ty < A} =]0, A" & un ensemble de
mesure nulle pres pour dt; ...dt,, on en déduit que

1 - , 1 A "
oa=— e = F) gy dt, = = e Oat) .
TL' ]O,A}n n' 0

Il vient alors

> \n A n
E(e—#(f)) — Z ~ e </ —f( )dt> = exp < AA + )\/ dt)
— n: 0

et comme f(t) =0, donc e~/ =1, si t > A, on obtient (5.1.13). O
Lemme 5.1.12. (6) implique (4) et aussi que pour tout borélien A la variable p(A)

suit une loi de Poisson de paramétre Am(A) sim(A) < oo et est p.s. infinie si m(A) = oo.

Preuve. Soit A; des boréliens disjoint, et u; > 0. Une application de (5.1.13) a la fonction
f(t) =>7i, uila,(t) donne

FE (H e_ui“(Ai)> H exp ( Ai)(1—e ™).
=1

Cela prouve d’abord que la transformée de Laplace multi-dimensionnelle de la variable
vectorielle (u(A;)) est le produit des transformées de Laplace uni-dimensionnelles, donc les
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variables (A;) sont indépendantes. Cela prouve aussi que IE(e"%(A4)) = ¢=Au(A)d—e™)

pour tout u > 0, d’ou la derniere assertion: lorsque m(A) < oo, car la transformée de
Laplace de la loi de Poisson de parametre 6 est u +— exp (—60(1 — e™")); lorsque m(A) = 0,
car on a alors IE(e~"*4)) = 0, donc e=**(4) = 0 p.s., donc p(A) = oo p.s.

En particulier, on a IE(u(A)) = Am(A), ce qui achéve de prouver (4). O
Lemme 5.1.13. On a (4) = (1).

Preuve. La propriété (4) implique que pour tous s,t > 0 la variable Nyps — Ny =
wu(]t,t + s]) est indépendante des variables N, = p(]0,7]) pour r < ¢, donc de la tribu
Fi=0(N,:r <t), et par ailleurs elle est d’espérance A\s. Donc M, = N, — Ar vérifie

JE(MH_S — Mt’]:t) = E(Nt+s — Nt’j:t) —As = JE(NH_S — Nt) —As =0.

Donc M est une martingale, et il suffit d’appliquer I'implication (2) = (1) du théoreme
5.1.3. O

Lemme 5.1.14. On a (1) & (5).

Preuve. On a vu que (1) < (6). Par ailleurs la propriété (5) est une description de la
construction de la mesure p, comme nous 'avons vu en (5.1.14). Il suffit donc de montrer
que si on construit p par (5.1.14), alors cette mesure vérifie (6). Soit f une fonction
borélienne positive. A cause de I'indépendance des variables (M, R, ) et au vu de leurs
lois, il est clair que

E(e ")) = H H F(Rn.m)
n>1 m=1
J
= H _|_ Z n — ] E (H e_f(Rn,m)>
n>1 ji>1 m=1
J
= II Pt =0+ P, =) [T & (/)
n>1 i>1 m=1
— )‘]m —Am(En) < 1 / ~ft g )j
nl;[l ; m(En) ) e t
_ H ef)\fEn(lfe_f(t))dt — oA f0°°(1_eff(t>)dt7
n>1
d’ou le résultat. ]

Ce lemme achéve la preuve du théoréeme 5.1.10.

5.2 Répartitions ponctuelles de Poisson

Nous allons maintenant considérer la généralisation des processus de Poisson au cas ou
I'espace des “temps” est remplacé par un espace abstrait. Les bonnes définitions seront
alors des généralisations des propriétés (4), (5) ou (6) du théoreme 5.1.10.
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On considere un espace mesurable (F, £), et une mesure aléatoire p = pu(w, dx) qui est
la somme d’un nombre fini ou infini dénombrable (éventuellement aléatoire) de masses de
Dirac. Une telle mesure s’appelle une répartition ponctuelle et peut évidemment s’écrire

M(w)

plw,dz) = > er,(w), (5.2.1)

n>1

ol M est & valeurs dans IN, et les T, sont & valeurs dans E. Si de plus les points sont
tous distincts, i.e. Ty, (w) # Trn(w) pour tous 1 <n < m < M(w), on dit que la répartition
ponctuelle est simple.

Il faut préciser maintenant les propriétés de mesurabilité: on suppose que M et les Ty,
sont F—mesurables. Dans ce cas,

u(f) = f(Tn) (5.2.2)

est aussi F—mesurable pour toute fonction positive mesurable f sur (E, ), de sorte que i
est une mesure de transition de (Q, F) dans (E,£). On peut alors définir sa fonctionnelle
de Laplace par

f o= B M) pour f mesurable positive sur (E,€&). (5.2.3)
et sa mesure intensité (qui est une mesure sur (E,£)) par

A — B(u(4)) VAcE. (5.2.4)

Remarque 1: On pourrait a I'inverse partir de u, supposée étre d’une part une répartition
ponctuelle, d’autre part une mesure de transition de (€2, F) dans (E,&). Peut-on écrire
w comme (5.2.1) avec M et les T,, mesurables ? C’est évident pour M, qui vaut u(E),
mais pour les T;, une premiere difficulté tient a ce que chaque T, n’est défini que sur
Pensemble o M > n; et méme si M(w) = oo pour tout w il reste difficile de prouver
qu’on peut trouver des T,, mesurables, et c’est méme faux si on ne fait pas des hypotheses
supplémentaires sur £ (a savoir, que £ est séparable et contient les singletons {z}). Ici,
nous supposerons a priori la mesurabilité des T,. ]

Définition 5.2.1. Une répartition ponctuelle p est dite

(i) complétement aléatoire si pour tous A; € £ deux—a-deux disjoints les variables
(u(A;)) sont indépendantes,

(ii) de Poisson si sa fonctionnelle de Laplace s’écrit, pour une mesure v sur (E,E):

B = exp (- /E (1- e_f(x))z/(dx)> . (5.2.5)

Théoréme 5.2.2. Si u est une répartition ponctuelle de Poisson associée a la mesure
v dans (5.2.5), alors elle est complétement aléatoire. De plus pour tout A € € la variable
w(A) est p.s. infinie si v(A) = oo, et suit une loi de Poisson de paramétre v(A) si
v(A) < oo, et v est aussi la mesure intensité de p.
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Preuve. La preuve est exactement la méme que celle du lemme 5.1.12 (ot Am joue le

role de v). O

Ainsi, un processus de Poisson de parametre A est une répartition ponctuelle de Poisson
sur IRy, de mesure intensité v = Am. Au vu du théoreme 5.1.10 on peut penser que
la réciproque est vraie aussi, et que tout cela est équivalent a la construction décrite
dans la propriété (5) et adaptée a la situation présente. Voici une formalisation de cette
constrution:

Propriété (5°): La mesure pu satisfait cette propriété si elle s’écrit comme dans (5.1.14),
Cest-a-dire p =3, o, M €Rp.m>» OU
(i) les variables M, et R, , sont toutes indépendantes;

(ii) les variables M,, suivent des lois de Poisson de parametres v(E,,), pour une certaine
mesure v sur (E,E) et une partition E-mesurable (E,,),>1 de E avec v(E,) < oo;
(iii) les variables R, ,, sont & valeurs dans E, et de loi v, ot on a posé v,(A) =

v(E,NA)
v(En) [

Cette propriété dépend a priori de la partition choisie. Elle implique évidemment que
v est o—finie. Le résultat suivant montre que dans ce cas, si la propriété est vraie pour
une partition (E,), elle est vraie pour toute autre partition (E!) satisfaisant bien-sir
v(E]) < 0.

Théoréeme 5.2.3. Si la répartition ponctuelle p vérifie (5°) avec une cetaine mesure
o—finie v sur (E,E), elle est de Poisson et v est sa mesure intensité.

Réciproquement si v est une répartition ponctuelle de Poisson de mesure intensité v
o—finie, et si (E,E) est un espace polonais, on a (5°) pour toute partition (E,) vérifiant
v(Ey) < oco.

Preuve. La preuve de la partie directe est ici encore exactement la méme que la preuve
de (5) = (6) dans le lemme 5.1.14, en remplagant partout la mesure Am par la mesure v.

La réciproque est plus délicate, et en rapport avec la remarque 1. On fixe une partition
arbitraire vérifiant les conditions requises, et on pose M,, = u(E,). En fait, si on définit
les tribus F(A) comme dans (5.1.12) (pour A € &), (5’) revient a dire que

a) les M), sont de lois de Poisson de parametres v(E,,) et les tribus F(E,,) sont indépen-
dantes,

b) et, conditionnellement & {M,, = p}, on peut trouver des variables Ry, 1,..., Ry, indé-
pendantes et de loi v, telles que la restriction de p & E, s’écrive p,, = > 0 _ ¢ Rnm-

Il est clair que le théoreme 5.2.2 entraine (a). Mais (b) n’est pas évident. On résoud
la difficulté en notant que la donnée des R, ,, (ordonnés de maniére arbitraire) satis-
faisant p, = > 0 _ €R,,. est équivalente & la donnée des p(A) pour tout A C E,, donc
si p et p/ sont deux répartitions ponctuelles telles que les lois de (pu(A1), ..., u(4,)) et
(W(A1),..., 1 (Ay)) coincident pour tout choix de ¢ et des A; C E,,, alors si p/ vérifie la

propriété (b) ci—dessus il en est de méme de p.
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Mais la loi de (u(A1),...,1(Ay)) est entierement caractérisée par sa transformée de
Laplace ¢-dimensionnelle

(u1,...,uq) — Elexp(— Y uip(Ay)))
=1

(pour w; > 0), qui est en fait la fonctionnelle de Laplace pour la fonction Y 7 ; u;14,. En
d’autres termes la propriété (5) ne dépend que de la fonctionnelle de Laplace. Par suite
la réciproque découle de la partie directe.

( Remarque: le fait que (E,E) est polonais est utilisé — de maniere implicite — quand
on écrit que la donnée des Ry, ,, équivaut a celle des p(A); le lecteur vérifiera que, quand
E = IR, ce résultat est essentiellement trivial, dii aux faits que les T, sont bien définis
partout et qu’on peut utiliser la “fonction de répartition” N; = pu(]0,t]): cf. lemme
3.2.9).) O

En ce qui concerne la réciproque du théoreme 5.2.2; elle n’est pas toujours vraie non
plus: il faut des hypothéses supplémentaires.

Théoréme 5.2.4. Supposons que (E,E) soit un espace polonais muni de ses boréliens.
Soit 1 une répartition ponctuelle simple et complétement aléatoire, dont la mesure intensité
v est o-finie et n’a pas d’atome (i.e. v({z}) = 0 pour tout x € E). Alors, u est une
répartition de Poisson.

L’hypothese sur E est de nature technique. En revanche le fait que v n’ait pas d’atome
est primordial (si a € E, la mesure u(w,dzr) = g4(dx) — déterministe — est compleétement
aléatoire mais n’est pas de Poisson car p(E) n’est ni infinie ni de loi de Poisson). La
“simplicité” de p est aussi essentielle (si p est une répartition de Poisson, la mesure 2p est
aussi une répartition ponctuelle completement aléatoire, mais pas de Poisson).

Preuve. i) On va d’abord montrer qu’il suffit de prouver le résultat quand v est une
mesure finie.

Supposons le résultat vrai pour toute répartition simple complétement aléatoire de
mesure intensité finie et sans atome. Soit une partition mesurable (E,) de E telle que
v(Ey) < 00, et uy, la répartition ponctuelle définie par p,(A) = u(ANE,), dont la mesure
intensité vy, est clairement v,(A) = v(AN E,,). La mesure v, est finie et sans atome, et la
répartition u,, est simple et évidemment completement aléatoire, donc on a

E(e ) = exp <_ / (1- e_f(x))un(dx)>

pour toute f borélienne positive. Mais ’hypotheése sur p entraine que les pu,(f) sont
indépendantes si f est étagée, donc pour f positive mesurable quelconque par le théoréme
de limite monotone. Donc

E(e ) = 1;[exp <— /(1 - ef(x))yn(da:)> = exp <— /(1 - ef(x))y(dm)>
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et donc p est de Poisson.

ii) On suppose donc dans la suite que v est une mesure finie. Soit A € £. Nous allons
montrer que p(A) suit une loi de Poisson de parametre v(A).

L’espace E est muni d’une distance d et contient une suite (zx)r>1 qui est dense. Si
B(z,e) = {y : d(z,y) < e} on a v(B(z,e)) — 0 lorsque € > 0 puisque v({z}) = 0, donc
enk = (1/n) Asup(e : v(B(xy,e) < 1/n) vérifie €, > 0 et v(B(xy,e(n,k)) < 1/n. Pour
tout z il existe une suite x,,, tendant vers z, et on a v(B(z,¢)) < 1/n pour un e €]0,1/2n][.
Si d(z,zp,,) < €/2, on a donc B(xy,,,£/2) C B(z,¢), de sorte que &y, p,, > €/2, et donc
x € B(xn,,,enn,,). Par suite on voit que Ug>1B(zk,en ) = E.

On pose alors A,, 1 = AN B(xg,en,0) et, par récurrence sur k, A, = ANB(zy, ep k) N
(Ui<i<k—1A45,:)¢ pour k > 2. On obtient ainsi une partition (A, ;);>1 de A, chaque A, ;
étant de diametre < 2/n, mesurable, et avec v(Ay;) < 1/n.

Avec la notation (5.2.1), on pose
A =inf(d(T,, Trn) : 1 <n<m< M).

Comme E(M) = IE(u(E)) =v(FE) < 00, on a M < oo p.s., et la répartition étant simple
onaaussi T, #T,sil<n<m< M. Par suite A > 0 p.s. et, pour tout u > 0, on a

B (e 1iasyyy) = B(e ) (5.2.6)
sin — oo. Si A > 2/n, chaque ensemble A, ; contient au plus un seul point T}, puisqu’il

est de diametre < 2/n, et on a pu(A,;) = 1\ u(An;), tandis que p(A) = > 5 u(An;)-
Par suite

ap =IF (eiw(A) 1{A>2/n}> = (6_u2i21 P 1{A>2/n}) ’

et comme A > 0 p.s., on obtient aussi lorsque n — oo:

an — IE (e*“Zel 1/\“<Anvi>)‘ < P(A > %) - 0. (5.2.7)

Comme p est completement aléatoire, les variables 1 A pt( Ay, ;) sont indépendantes pour
i=1,..., et prennent la valeur 1 avec la probabilité 87" = IP(ju(Ay ;) > 1) < E(u(An,)) =
v(An;) < 1, et 0 avec la probabilité 1 — 67. Par suite

On i =IF (e_uZiZI 1/\#(An,i)> _ H (1 — 51— e—u)) '

i>1

Si0 <z <1/nona—z(1+1/n) <log(l—z) < —xsin > 2, donc comme §'(1—e~*) < 1/n
il vient

exp(—(1+2)1—e Zé”><ﬁn§exp< (I—e Zdn>

En combinant ceci avec (5.2.6) et (5.2.7), on obtient que ), d!* converge vers une limite
finie § et que IE(e *4)) = exp (—(1 — e *)4). Ceci étant vrai pour tout u > 0, on en déduit
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que p(A) suit une loi de Poisson de parametre §, et comme de plus E(u(A)) = v(A) on a
nécessairement § = v(A).

iii) Si f est mesurable positive étagée, de la forme f = >, u;14, pour des 4; € €
deux—a—deux disjoints et u; > 0, les variables p(A4;) sont indépendantes (puisque p est
completement aléatoire) et de lois de Poisson de parametres v(A;) d’apres ii), donc

E(e ) = H]E (e—um(Ai)) _ He—a_e—ui)y(Ai)
=1 i=1
— e Iy f(lfe_f(z))l,qi(x)y(da:) _ eff(lfe_f(z))zz(d:p).

Toute fonction mesurable positive f étant limite croissante de fonctions étagées, Par limite
monotone les deux membres extrémes ci—dessus sont égaux pour f, et on a le résultat. [

5.3 Processus de Poisson composé

Définition 5.3.1. On appelle (F;)—processus de Poisson composé un processus défini
sur un espace filtré (9, F, (F¢), IP), & valeurs dans IRY, qui est un (F;)-processus de Lévy
et dont les trajectoires t — Xy(w) sont constantes par morceaux. Si Fy = o(Xs : s < t)
on dit simplement que X est un processus de Poisson composé.

On associe a X ses temps de saut successifs T},
inf(t:t>T,, X; # X1,) si T, < oo
To=0, Thi1= (5.3.1)
o0 si T, = oo,

(Th n’est pas un temps de saut; comme d’habitude T, = lim, T},) et les tailles Y;, des

sauts correspondants, c’est—a—dire
XTn — XTn, = XTn — ‘XTTH1 si T, < oo
Y, = (5.3.2)

0 si T, = oo,

Par ailleurs, on dit qu'un processus (X;) vérifie la propriété A si on peut I'écrire

Xe = Znliy,<i (5.3.3)

n>1

ou les (Up)n>1 sont les points d'un processus de Poisson de parametre A > 0 et ou les
variables Z,, sont indépendantes, de méme loi G et indépendantes de la suite (73,)

Théoréme 5.3.2. (i) Si le processus (X;) vérifie la propriété A avec A et G, c’est un
processus de Poisson composé. De plus la fonction caractéristique de la variable Xy est

E(€i<u,Xt>) = exp _)\t/(l _ ei<u’2>)G(dl‘), (534)
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et la répartition ponctuelle p = 3 <1 (v, <00} E(WUn,z,) €St de Poisson (sur IRy X R?),
simple, et de mesure intensité v(dt,dx) = \dt @ G(dx).

(ii) Si le processus (X;) est de Poisson composé, il vérifie la propriété A avec U, =T,
et Zy, =Y. Dans ce cas on a G({0}) =0 si A >0, et G =¢p si A =0.

Le lecteur remarquera la différence entre (i) et (ii): si on a (i), les U,, ne sont pas
forcément des temps de saut du processus X, puisqu’on peut avoir Z; = 0 avec une
probabilité positive. On peut donc “réaliser” le méme processus de Poisson composé sous
la forme (5.3.3) de différentes maniéres. Lorsque T,, = U, et Z, = Y,, on dit qu’on a
la réalisation minimale. Le premier temps de saut, par exemple, du processus défini par
(5.3.3) est 77 = inf(U, : n > 1,7, #0).

Lorsque le processus de Poisson composé est a valeurs réelles et a des sauts d’amplitude
1, ie. siY, = 1sur {T, < oo}, c’est un processus de Poisson: le théoreme précédent
découle alors des théoremes 5.1.3 et 5.1.10.

Noter que pour un processus de Poisson composé avec sa réalisation minimale, soit on
aA=0et alors X =0, soit on a A > 0 et T}, < oo pour tout n, et T, = oo: les variables
Y,, sont alors bien définies partout (ou au moins presque partout).

La démonstration du théoréme suit encore d’une série de lemmes simples.

Lemme 5.3.3. 5i X est un processus de Poisson composé, les variables T} et Y1 sont
indépendantes, et Ty est de loi exponentialle de parameétre X > 0 (rappelons que si X =0,
cela signifie que T1 = 0o p.s.). De plus si A >0 on a G({0}) =0, et si A =0 on a G = &,
ou G désigne la loi de Y7.

Preuve. La preuve est essentiellement la méme que celle du théoreme 4.1.3-(1). On
peut toujours supposer que l'espace 2 est muni de translations (6;) vérifiant (3.2.9), donc
Ty =t+Ti00; et Y1 =Y; 06, sur 'ensemble {77 > t}. Par suite d’apres (3.2.10) on a
pour A € R% et s,t > 0:

P(Ty >t+s,Y1€ A)=IP(Ty > t,T106; > s,Y100, € A) = IP(Ty > t) IP(Ty > s,Y; € A).

Si s = 0 on obtient IP(T7 > t,Y7 € A) = IP(Th > t)IP(Y1 € A) (puisque 77 > 0 iden-
tiquement), donc T} et Y] sont indépendants. Si A = IR? on obtient IP(Ty > t + s) =
IP(Ty > t)IP(Th > s), donc T} suit une loi exponentielle dont on note A le parameétre. Soit
aussi G la loi de Yj.

Enfin si A =0on a T} = oo p.s., donc Y1 =0 p.s. (cf. (5.3.2)). SiA>0onaT} < oo
p.s., donc Y1 # 0 p.s. et G({0}) = 0. O

Lemme 5.3.4. On a la partie (ii) du théoréme 5.3.2.

Preuve. Reprenons les notations du lemme précédent. Si A = 0, il n’y a rien & montrer
puisque T}, = oo et Y, = 0 pour tout n > 1. On suppose donc A > 0, donc T < oc.

OnaTy1 —T,=Ti00r, et Vi1 = Y1007, sur {T,, < oo}. D’apres la propriété
(3.2.10) on a donc que (Tj,41 — T, Yn41) @ méme loi que (77, Y1), conditionnellement par
rapport & o(7;,Y; : i < n) et en restriction a {T,, < oco}. On en déduit d’abord par
récurrence sur n que T, < oo p.s. pour tout n, puis que la suite (T},),>1 et les variables Y;
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sont toutes indépendantes, que les Y; ont toutes méme loi G, et que les (T},) sont les temps
de saut d’un processus de Poisson de parametre A (appliquer (3) = (1) dans le théoréme
5.1.3). O

Lemme 5.3.5. On a la partie (i) du théoréme 5.5.2.

Preuve. Soit X vérifiant la propriété A avec A et G, et soit la répartition ponctuelle
B= 2 ns1 LU, <oo} EWU,,2,)- Cette répartition est évidemment simple. On va voir qu’elle
satisfait la propriété (5°) avec v(dt, dr) = Adt® G(dx). On prend la partition de IR, x IR?

constituée des E,, = [n — 1,n[x IR, et v,(A) = ”(;égff) (on a v(Ey,) = A ici).

D’apres le théoréme 5.1.10 (ou le théoreme 5.2.3 appliqué a la répartition ponctuelle de
Poisson >, - 1(v, <cc}€u, sur IRy), les U, peuvent étre construites ainsi: on se donne des
variables indépendantes M,, de loi de Poisson de parametre A, et des variables (V;, m)n,m>1
indépendantes entre elles et des M,,, telles que chaque V'(n, m) soit uniformément répartie
sur |n — 1,n]. On a alors

M
D Mo}t = D D Vi

n>1 n>1m=1

Ensuite on considere une double suite (Z,, ,,) de variables de loi G, indépendantes entre
elles et indépendantes des M,, et des V,, ,,,. Une maniere de construire la mesure j consiste

alors a poser
M
M = Z Z E(V’ﬂymvza,m)'
n>1m=1

Il est clair que les variables ((Vn,man/—L7m))n,m21 sont indépendantes entre elles et
indépendantes des M,, et chaque variable (Vym,Z},,,) est de loi v,. Cela démontre
que p satisfait la propriété (5’) avec la mesure v, et par suite p est de Poisson d’intensité

v. Enfin, si u € IR on a

BE(ei<uX>) = ZE (eiz;:l<u,ym> 1{Ungt<Un+1})
n>0

= > </ €i<“’””G(dfﬂ)>n P(Uy, <t < Upi1)

n>0

, oA
_ 1<u,x —At
- E(/e G(dx)) e

n>0
e~ J(1—ei<®*>)G(dx) ’

d’olt (5.3.4). 0

Ces trois lemmes nous donnent le théoréme 5.3.1.

Il existe aussi une caractérisation des processus de Poisson composé analogue a la
propriété (2) du théoréme 5.1.3 pour les processus de Poisson. Soit (X;) un processus sur
(Q, F, (F1), IP) & valeurs dans IR?, continu & droite et dont les trajectoires sont constantes
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par morceaux. On lui associe les T}, et les Y, par (5.3.1) et (5.3.2). Pour tout A € R? on
pose
NA =D 1a(Yn) iz <ey- (5.3.5)

n>1

Proposition 5.3.6. Si (X;) est un (F;)-processus de Poisson composé, auquel on
associe X et G comme dans le théoréme 5.3.2-(ii), alors pour tout A € R% le processus
MA = NA — AG(A)t est une (Fr)-martingale.

Preuve. Encore une fois, on peut supposer qu’il existe des translations (;) vérifiant
(3.2.9). Le processus N4 est un processus de comptage qui vérifie N{is — NA = NA o,
et qui est clairement adapté a la filtration (F;). Donc le théoréeme 5.1.3 implique que
c’est un (F;)-processus de Poisson dont on note A le parametre, et N — A4t est une
martingale. Il suffit donc de vérifier que Ag = AG(A). Mais Ay = IE(N{'), et si p est
la répartition ponctuelle u = 3 <1 141, <oc} €(7,,v,,) O0 @ Nt = 1()0,1] x A), qui est
d’espérance v(]0,1] x A) = AG(A). O

En fait la propriété précédente caractérise les processus de Poisson composé, et on a
le résultat suivant, qui se montre comme le lemme 5.1.9 (en un peu plus compliqué):

Théoréme 5.3.7. Soit (X;) un processus adapté sur (Q, F,(Fi), P) dont les trajec-
toires sont nulles en 0, continues & droite et constantes par morceauz, et N4 les processus
associés par (5.3.5). S’il existe A\ > 0 et une probabilité G sur IR® tels que pour tout
A € R le processus N — NG(A)t soit une (F;)-martingale, alors le processus (X;) est
un (Fi)—processus de Poisson composé.



